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Referat: 
In der vorliegenden Arbeit wurden Strömungen räumlich begrenzter Strahlen untersucht. 
Zum einen wurde die Ausströmung eines runden Strahls in ein Rohr betrachtet, der sog. 
begrenzte Strahl. Zum anderen wurde die Ausströmung von 7 hexagonal angeordneten 
runden Strahlen in ein Rohr betrachtet, das sog. hexagonale Strahlbündel. Die Motiva-
tion zur vorliegenden Arbeit ergab sich aus der Entwicklung von Durchflussmessgeräten, 
die als Bypassapparaturen ausgeführt sind und stromabwärts des Staudruckkörpers ein 
Strömungsgebiet mit begrenzten Strahlen aufweisen. Dafür wurden mit Hilfe der Ähn-
lichkeitstheorie die zugrundeliegenden Kennzahlen bestimmt. Besonderes Augenmerk 
lag auf der Charakterisierung der instationären bzw. turbulenten Strömungseigenschaf-
ten für Reynolds-Zahlen zwischen 1.000 und 20.000. Es wurden die selbstähnlichen Ei-
genschaften der Strömungen untersucht, wobei sich insbesondere für den begrenzten 
Strahl wichtige Erkenntnisse ergaben. Für das hexagonale Strahlbündel wurden mit Hilfe 
der numerischen Strömungssimulation die grundlegenden Eigenschaften des Strö-
mungsfeldes untersucht. Dabei weisen die Geometriekennzahlen einen dominierenden 
Einfluss auf. So konnten in Abhängigkeit zum Durchmesserverhältnis und Strahlabstand 
drei Strömungsformen identifiziert und experimentell mittels Laser-Doppler Anemomet-
rie nachgewiesen werden. Eine wesentliche Fragestellung bestand in der Anwendung 
der numerischen Strömungssimulation, des RANS-Ansatzes und des SST-Turbulenz-
modells. Dazu wurde die Anpassung der Modellkoeffizienten untersucht, wobei für den 
begrenzten Strahl ein allgemein gültiger Satz gefunden wurde. 
Schlagworte: 
Freistrahl, begrenzter Strahl, hexagonales Strahlbündel, Selbst-Ähnlichkeit, Numerische 
Strömungssimulation (engl.: Computational Fluid Dynamics, CFD), RANS-Gleichungen, 
SST-Turbulenzmodell, Laser-Doppler Anemometrie (LDA), instationäre Strömungsef-
fekte, sample-and-hold (S+H), S+H mit Refinement 
  
  
Abstract 
 
In the present work flows of spatially limited radiation were investigated. On the one 
hand, the outflow of a round jet into a pipe was considered, the so-called confined jet. 
On the other hand, the outflow of 7 hexagonal arranged round jets into a pipe was con-
sidered, the so-called hexagonal jet array. The motivation for the present work arose 
from the development of flowmeters which are designed as bypass apparatures that 
have a jet array flow downstream of the dynamic pressure body. For this purpose the 
underlying similarity parameters were determined. Special attention was paid to the cha-
racterization of transient and turbulent flow properties for Reynolds numbers between 
1,000 and 20,000. The self-similar properties of the flows were investigated with im-
portant findings in particular for the confined jet. For the hexagonal jet array the basic 
properties of the flow field were investigated by using computational fluid dynamics. The 
geometric similarity parameters have a dominant influence. Thus, depending on the di-
ameter ratio and jet distance ratio, three flow patterns could be identified and experimen-
tally detected by the use of laser Doppler anemometry. An important question was the 
application of the computational fluid dynamic method, the RANS approach and the SST 
turbulence model. For this purpose a generally valid set of model coefficients was found 
for the confined jet flow. 
 
Keywords: 
jet, confined jet, hexagonal jet array, self-similarity, computational fluid dynamics (CFD), 
RANS equations, SST turbulence model, laser Doppler anemometry (LDA), transient 
flow, sample-and-hold (S + H), S+H with Refinement 
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Nomenklatur 
Abkürzungen 
Symbol Bedeutung 
AB Anfangsbedingungen 
A/D Analog/Digital 
AKF Autokorrelationsfunktion 
AKK Autokorrelationskoeffizient 
AMG algebraic multigrid method, engl. (de.: Algebraische Multigrid-Me-
thode) 
BK Beruhigungskammer 
CFD Computational Fluid Dynamics, engl. (de.: Numerische Strömungssi-
mulation) 
CLVD center line velocity decay, engl. (de.: Entwicklung der Strahlge-
schwindigkeit entlang der Strahlachse) 
CT Konstant Temperatur Methode bei HDA 
DAM Deutsche Akademie für Metrologie beim Bayerischen Landesamt für 
Maß und Gewicht  
DEHS Di-Ethyl-Hexyl Sebacate 
DFT Diskrete-FOURIER-Transformation 
DGL Differentialgleichung 
DNS Direkte Numerische Simulation  
ES Einzelstrahlströmung 
FFT Fast-FOURIER-Transformation, engl. (de.: Schnelle-FOURIER-
Transformation) 
FVM Finite-Volumen Methode 
GS Gesamtstrahlströmung 
GUM Guide to the Expression of Uncertainty in Measurement, engl. (de.: 
Leitfaden zur Angabe der Unsicherheit beim Messen) 
HDA Hitzdraht-Anemometrie 
k-ε Turbulenzmodell 
k-ω Turbulenzmodell 
LDA Laser-Doppler-Anemometrie  
LES Large-Eddy-Simulation, engl. (de.: Grobstruktur-Simulation) 
LRN Low-Reynolds-Number, engl. (de.: Niedrig-Reynolds-Zahl, Turbu-
lenzmodell) 
NN Normal-Null Niveau 
OIML Organisation Internationale de Métrologie Légale, frz.  
(de.: Internationale Organisation für das gesetzliche Messwesen) 
PID Proportional-Integral-Differential Regelung 
PIV Particle-Image-Velocimetry, engl. (Laser-optisches Messverfahren) 
PM Photomultiplier, engl. (de.: Photonenverstärker) 
PMMA Polymethylmethacrylat 
POD proper orthogonal decomposition, engl. (mathematische Methode 
zur Modellreduktion) 
PSD power spectral density, engl. (de.: Leistungsspektraldichte) 
PTB Physikalisch-Technische Bundesanstalt  
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RANS Reynolds-averaged Navier-Stokes Equations, engl.  
(de.: Reynolds-gemittelte Navier-Stokes Gleichungen) 
RB Randbedingung 
Realizable k-ε Turbulenzmodell 
RNG k-ε Turbulenzmodell 
RSM Reynolds-Stress Model, engl. (de.: Reynoldsspannungsmodell, Tur-
bulenzmodell) 
S+H sample-and-hold method, engl. (de.: messen-und-halten Methode) 
SST Shear-Stress-Transport, engl. (de.: Schubspannungstransport, Tur-
bulenzmodell) 
URANS unsteady RANS, engl. (de.: instationäre RANS Gleichungen) 
URF Under Relaxation Factor, engl. (de.: Faktor für Relaxationsverfah-
ren) 
VS Vereinigungsstrahlströmung 
vw variable windowing, engl. (de.: variable Fensterung bei FFT) 
v2f Turbulenzmodell 
 
Lateinische Zeichen 
Symbol Bedeutung Dimension SI-Einheit 
A Strahlabstand L mm 
a Höhe des Messvolumens L mm 
A Fläche der Messebene im Messvolumen L2 m2 
a1 Parameter des SST-Modells - - 
Amp1/Amp2 Amplitudenverhältnis - - 
b Länge des Messvolumens L mm 
b1 Bias-Faktor - - 
c Breite des Messvolumens L mm 
c Schallgeschwindigkeit L T-1 m s-1 
c FIR Filter-Parameter - - 
C1 Konstante C1 (engl.: centerline decay rate of 
mean axial velocity) 
- - 
C1 und C2  Integrationskonstanten (Freistrahl) - - 
cp Druckbeiwert des mittleren statischen Druckes - - 
ct Craya-Curtet Zahl - - 
cꞌp Druckbeiwert der Standardabweichung des stati-
schen Druckes 
- - 
Cε1 Modellkoeffizient des k-ε Modells - - 
d Düsendurchmesser L mm 
D Rohrdurchmesser L mm 
Dk Diffusionsterm der k-Glg. (SST) M L-1 T-3 kg m-1 s-3 
D32 Sauter-Durchmesser  L µm 
f Frequenz T-1 s-1 oder Hz 
F Grenzfrequenz des Filters T-1 Hz 
F1 und F2 Blending-Funktionen des SST-Turbulenzmodells - - 
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fc Grenzfrequenz aufgrund der Partikeldichte  
(engl.: particle-rate cut-off) 
T-1 Hz 
fD Doppler-Frequenz T-1 s-1 oder Hz 
Fd Faktor für Detektionsbereich - - 
fG Grenzfrequenz aufgrund des Folgevermögens 
der Partikel 
T-1 Hz 
fN Nyquist-Frequenz T-1 Hz 
fp Datenrate T-1 Hz 
fr mittlere Abtastrate bei Wiederabtastung T-1 Hz 
fs Datenrate nach Validierung T-1 Hz 
fs,V Datenrate vor Validierung T-1 Hz 
fT Abtastfrequenz T-1 Hz 
gi Gewichtungsfaktor L-1 T1 m-1 s1 
J Länge des Zeitsignals (LDA-Auswertung) - - 
k turbulente kinetische Energie L2 T-2 m2 s-2 
K Kontraktionsverhältnis einer Düse - - 
K Anzahl der Samples  - - 
KI Parameter für Integralanteil der Regelung des 
Durchflussmessgerätes  
- - 
Kk Konvektionsterm der k-Glg. (SST) M L-1 T-3 kg m-1 s-3 
KP Parameter für Differentialanteil der Regelung 
des Durchflussmessgerätes  
- - 
l Länge L mm 
lBW Brennweite L mm 
lSA Strahlabstand L mm 
 
Massenstrom M L-3 kg m-3 
m Brechungsindex - - 
Ma Mach-Zahl - - 
n Strahlanzahl in einem Strahlbündel - - 
N Datenmenge (samples, engl.) eines Messsignals - - 
Nf Datenmenge eines Blockes bei Fensterung - - 
 
Partikeldichte L-3 m-3 
 
mittlere Partikelanzahl  - - 
p Ordnung der Fehlerreduktion (Richardson-Extra-
polation) 
- - 
Pk Produktionsterm der k-Glg. (SST) M L-1 T-3 kg m-1 s-3 
Q Volumenstrom L3 T-1 m3 s-1 
Q1 Hauptvolumenstrom L3 T-1 m3 s-1 
QP Volumenstrom durch Partikelgenerator L3 T-1 m3 s-1 
r radialer Abstand zur Strahl- oder Rohrachse L mm 
r Faktor der Gitterverfeinerung (Richardson-Extra-
polation) 
- - 
r11 Autokorrelationskoeffizient - - 
R11 Autokorrelationsfunktion L2 T-2 m2 s-2 
Re Reynolds-Zahl - - 
Rs spezifischen Gaskonstante  T-2 Θ-1 J kg-1 K-1 
?̇? 
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rw Strahlradius L mm 
Rz Maß für Oberflächengüte L µm 
S11 Schätzwert der Leistungsspektraldichte L2 T-1 m2 s-1 
Sij Deformationstensor M L-1 T-2 kg m-1 s-2 
Sn Rauschen aufgrund des step-noise (engl.) L2 T-3 m2 s-3 
Sr Strouhal-Zahl - - 
T Temperatur Θ K oder °C 
TB Beobachtungszeit T s 
TI Integrales Zeitmaß T s 
T Taylor-Mikroskala  T s 
Tu Turbulenzintensität bzw. Turbulenzgrad - % oder - 
U mittlere Strömungsgeschwindigkeit L T-1 m s-1 
u oder u1 Strömungsgeschwindigkeit in x-Richtung L T-1 m s-1 
u+ Geschwindigkeitskomponente senkrecht zum In-
terferenzstreifenmuster 
L T-1 m s-1 
uʹuʹ oder u'² Längsfluktuationen L2 T-2 m2 s-2 
uʹvʹ Schub- oder Reynoldsspannungen L2 T-2 m2 s-2 
V Messvolumen L3 m3 
v oder u2 Strömungsgeschwindigkeit in y-Richtung L T-1 m s-1 
vʹvʹ oder v'² Querfluktuationen L2 T-2 m2 s-2 
w oder u3 Strömungsgeschwindigkeit in z-Richtung L T-1 m s-1 
Wt Welligkeit einer Oberfläche L µm 
x Position entlang der Strahl- oder Rohrachse L mm 
x0 virtueller Ursprung des selbstähnlichen 
Freistrahls 
L mm 
xa Ende der Anlaufstrecke in der Scherschicht des 
Freistrahl  
L mm 
xc Ende des Scherschichtbereiches des Freistrahls L mm 
xd Beginn des selbstähnlichen Bereiches des 
Freistrahls 
L mm 
xR Wiederanlegepunkt des Rezirkulationsgebietes 
(begrenzter Strahl) 
L mm 
xS Ende des vorderen Stahlbereiches (begrenzter 
Strahl) 
L mm 
xm und ym Mie-Parameter - - 
 
Griechische Zeichen 
Symbol Bedeutung Dimension SI-Einheit 
Δ(Δx) Linsenfehler - % 
Δt Zeitschrittweite T s 
Δx Gitterweite L mm 
Δx Interferenzstreifenabstand L µm 
β Parameter im Dissipationsterm der ω-Glg. (SST) - - 
β* Parameter im Diffusionsterm der k-Glg. (SST) - - 
γ Parameter im Produktionsterm der ω-Glg. (SST) - - 
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ε turbulente Dissipationsrate L2 T-3 m2 s-3 
εk Dissipationsterm der k-Glg. (SST) M L-1 T-3 kg m-1 s-3 
ϵh Diskretisierungsfehler (Richardson-Extrapola-
tion) 
- - 
 Parameter des SST-Modells - - 
 Wellenzahl L-1 m-1 
 Wellenlänge eines Lasers L nm 
μ dynamische Viskosität M L-1 T-1 kg m-1 s-1 
μt turbulente Scheinviskosität (engl.: eddy visco-
sity) 
M L-1 T-1 kg m-1 s-1 
ν kinematische Viskosität L2 T-1 m2 s-1 
π Ähnlichkeitskennzahl - - 
ρ Dichte M L-3 kg m-3 
σk Parameter im Diffusionsterm der k-Glg. (SST) - - 
σSys(u) Systemrauschen L T-1 m s-1 
σω Parameter im Diffusions- und Blendingterm der 
ω-Glg. (SST) 
- - 
0 charakteristische Zeit zur Bestimmung der 
Grenzfrequenz 
T s 
Φ Platzhalter für einen Skalar - - 
Φ Platzhalter für einen Vektor - - 
 Halbwinkel - ° 
ω turbulente Wirbelfrequenz T-1 s-1 
 
Mathematische Operatoren 
Symbol Bedeutung Dimension SI-Einheit 
div(Φ) Divergenz des Vektors Φ - - 
∂ Symbol für partielles Differential - - 
∂u/∂r Schergradient T-1 s-1 
grad(Φ) Gradient des Skalars Φ - - 
Δ Differenz einer Größe - - 
δij Kronecker-Delta - - 
μ(Φ) Mittelwert des Skalar Φ - - 
σ(Φ) Standardabweichung des Skalar Φ - - 
σ2(Φ) Varianz des Skalar Φ - - 
 
Indizes 
Zeichen Bedeutung 
0 Position auf Strahlachse (Strahlachse, Ordinate oder Abszisse) 
0 theoretische Grenzen des Messvolumens (LDA) 
0,5 Halbwert einer Geschwindigkeit oder Länge 
 XX 
 
1 bzw. H Hauptströmung (z.B. bei Volumenstrommessung) 
1 Querschnitt der Düse 1 
A Strahlabstand 
a außen 
amb Ambiente oder Umgebung 
B Bypass 
BK Beruhigungskammer 
char charakteristische Größe 
D Rohrdurchmesser 
d Detektionsbereich des Messvolumens (LDA) 
d Düsendurchmesser in der Strahlmündung 
dom dominante Frequenz 
E Essemble 
ein Einlaufbereich einer Strömung in ein Rohr 
erf erforderlich 
f Frequenz 
i innen 
J Position der Düsenmündung (x = 0) 
k turbulente kinetische Energie 
k Kolmogorov Skalen 
m mit Korrekturverfahren 
N Normbedingungen 
P Partikel 
PG Partikelgenerator 
r Wiederabtastung 
r ohne Korrekturverfahren 
ref Bezugsgröße 
μ dynamische Viskosität 
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adaptiert, welche jeweils ein gänzlich anderes Strömungsfeld stromabwärts hervorrufen. 
Bei der ersten Messung wird eine Drossel mit 41 Röhren verwendet, wodurch ein gleich-
mäßiges Strahlenbündel gemäß Abbildung 1-1 zu erwarten ist. Bei der zweiten Messung 
weist die Drossel 7 Röhren im Zentrum des Staudruckkörpers auf, wodurch eine strahl-
ähnliche Ausströmung zu erwarten ist. Bei der dritten Messung ist die Drossel verschlos-
sen, so dass nur aus dem Bypassauslass heraus eine Ausströmung erfolgt. Zur Beurtei-
lung des Einflusses der Drosselausführung wird die Streuung des Messsignals, welche 
für die Schwankungen der Strömungen steht, über dem Messbereich des Sensors be-
trachtet.3 Wie nun aus Abbildung 1-2 ersichtlich ist, bewirkt jede Drossel einen gänzlich 
anderen Verlauf der Streubreite. Insbesondere die Drossel mit 7 Röhren, welche einen 
zentrischen Strahl bewirkt, weist im oberen Durchflussbereich eine deutlich niedrigere 
Streubreite als die Drossel mit 41 Röhren auf. Auch interessant ist die Beobachtung, 
dass durch die geschlossene Drossel im oberen Durchflussbereich die kleinste Streu-
breite und im unteren Durchflussbereich die größte Streubreite hervorgerufen wird.  
 
Abbildung 1-2: Einfluss des Wirbelgebietes auf die Bypassströmung 
Damit ist nachgewiesen, dass die Drosselausführung einen erheblichen Einfluss auf die 
Streubreite des Messsignals und einen direkten Einfluss auf die Strömungsmessung 
durch den Sensor besitzt. Somit ergibt sich die Schlussfolgerung, dass eine Verände-
rung des Staudruckkörpers im Hauptkanal eine Änderung der Charakteristik des Durch-
flusses im Bypass bewirkt. Als Ursache dafür kommt nur eine Strömungsänderung im 
Hauptkanal stromab des Staudruckkörpers in Frage, welche sich aufgrund einer Ände-
rung der Strahlanordnung des Rohrbündels ergibt. 
                                               
3 Als Maß für die Streuung des digitalen Messsignals, dem sog. Count (engl.), eignet sich die 
Verwendung der Standardabweichung gemäß (3.38) der Einzelmessung. Als Betriebspunkt des 
Sensors kann der jeweilige Momentanwert des Messsignals als Mittelwert gemäß (3.37) der Mes-
sung herangezogen werden. Die Standardabweichung ist bzgl. des Mittelwertes zu normieren, 
wobei die Verschiebung des Messsignals um einen festen Wert (sog. Shift, engl.) zu berücksich-
tigen ist. Der Mittelwert des Messsignals ist als reziproker Wert auf der Abszisse aufzutragen. 
Dadurch wird die Abnahme des Messsignals mit zunehmender Strömung kompensiert, was eine 
spezifische Eigenschaft des verwendeten Sensors ist, so dass sich mit zunehmender Strömung 
ein ebenfalls ansteigendes Messsignal ergibt. Die Verwendung des Betriebspunktes soll sicher-
stellen, dass die Strömung über dem Sensor vergleichbar ist und die Messung nicht durch zu-
sätzliche Effekte wie Sättigung oder Grundrauschen des Sensors beeinflusst ist. Somit entspricht 
ein Betriebspunkt einem charakteristischen Durchfluss im Bypass, wobei je nach Ausführung der 
Drossel ein gänzlich anderer Durchfluss im Hauptkanal vorliegen kann. 
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die Analyse der zugrundeliegenden Phänomene (Strahlscherschicht und Turbulenz) er-
leichtert wird. Anhand dessen erfolgt eine Darstellung zum aktuellen Stand der For-
schung. Es sei erwähnt, dass dieses Kapitel, wie auch die gesamte Arbeit, unter der 
Prämisse dokumentiert wird, dass der Leser Zugriff auf die gängige Fachliteratur besitzt, 
so dass grundlegendes Fachwissen sowie formelle mathematische Beschreibungen der 
physikalischen Gesetzmäßigkeiten entsprechend nachgeschlagen werden können. 
Dem wird durch eine ausführliche Literaturangabe versucht entgegenzukommen.  
Im 3. Kapitel sind die Grundlagen und Besonderheiten zum eigens entwickelten Ver-
suchsaufbau und den angewendeten Messverfahren dargestellt. Neben einer ausführli-
chen Analyse der Versuchbedingungen und Messgeräteeigenschaften sind ausführliche 
Betrachtungen zum Fehler durchgeführt. Weiterhin wird auf die Besonderheiten der Ver-
suchsauswertung eingegangen, welche bei Anwendung der LDA aufgrund der Signal-
beschaffenheit von großer Bedeutung ist. Abschließend sind die Ergebnisse der Vorun-
tersuchungen diskutiert, welche dem Zweck dienen, das angewendete Messverfahren 
anhand veröffentlichter Ergebnisse zu validieren. 
Im 4. Kapitel wird die Methodik zur numerischen Untersuchung betrachtet. Zunächst wird 
auf die mathematischen Grundlagen zur Behandlung turbulenter Strömungen eingegan-
gen, wozu insbesondere eine Herleitung zur Auswertung instationärer RANS-Simulatio-
nen gegeben ist. Weiter wird auf die verwendete Modellierung, die handwerklichen Be-
sonderheiten bspw. zur Gittererzeugung und auf die Modellierung der Turbulenz einge-
gangen. Anschließend werden die Besonderheiten der Modellierung von Strahlbündeln 
erläutert, wozu eine Zusammenfassung zu im Vorfeld gesammelten Erkenntnissen ge-
geben ist. Abschließend erfolgt die Validierung der entwickelten Simulationsmethodik. 
Im 5. Kapitel sind die Ergebnisse der Untersuchungen zum begrenzten Strahl und hexa-
gonalen Strahlbündel aus den experimentellen und numerischen Untersuchungen dar-
gestellt und diskutiert. Dazu wurden jeweils mittels Dimensionsanalyse die Ähnlichkeits-
parameter bestimmt. Weiter ist eine Beschreibung der charakterischen Pänomene ge-
geben, wobei die Ergebnisse der Dimensionsanalyse zur strukturierten Analyse dienen. 
Darüber hinaus werden die Einflüsse der Einlassbedingungen betrachtet, welche eine 
bedeutende Rolle bei Strahlströmungen einnehmen. 
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Damit war schon zur Mitte des 20. Jahrhunderts bekannt, dass der Freistrahl einen Nah- 
und einen Fernbereich besitzt, welche ein unterschiedliches Verhalten aufweisen. Die-
ses soll im Folgenden näher betrachtet werden, die Ausführungen stützen sich auf [11, 
S. 204 ff.] und [12, S. 52 ff.].  
 
Abbildung 2-1: Darstellung eines runden Freistrahls bei einer Düsen-Reynolds-Zahl von Red = 104 
Der Nahbereich des Freistrahls unterteilt sich in insgesamt 3 Bereiche, die mit dem Aus-
tritt aus der Düse beginnen und mit zunehmender Lauflänge ineinander übergehen. 
Strömt ein Strahl aus einer Düse aus, so wird die Strömung durch die zuvor aufgebaute 
Wandgrenzschicht beherrscht, welche bei Austritt mit der ruhenden Umgebung in Wech-
selwirkung tritt, Abbildung 2-2. So entsteht eine freie Scherschicht, die sich in der sog. 
Anlaufstrecke der Scherschicht (x < xa) ausbildet und im Bereich xa < x < xc, der sog. 
ausgebildeten Scherschicht eine Gleichgewichtsstruktur bildet. Der gesamte Bereich 
0 < x < xc wird als sog. Scherschichtbereich bezeichnet, wobei die Länge beim runden 
Freistrahl xc ≈ 5 d beträgt. Im Scherschichtbereich bildet sich ein Potentialkern mit star-
kem Schergradient (∂u/∂r) an dessen Rand aus. Dadurch entstehen am Strahlrand hohe 
Schubspannungen, welche den Potentialkern zunehmend von außen her erfassen, wei-
ter stromab zu hohen lokalen Turbulenzen führen und so den Potentialkern im sog. Um-
wandlungsbereich Scherschicht-Strahl in einen Strahl umwandeln. Dieser Bereich er-
streckt sich über xc < x < xd, wobei für das Geschwindigkeitsprofil xd ≈ 20 d gilt. Weiter 
stromab geht der Strahl in den sog. vollständig ausgebildeten Strahlbereich über. Dort 
wird der gesamte Strahlquerschnitt von turbulenten Mischungsvorgängen beherrscht. In 
diesem Bereich stellen sich die Geschwindigkeitsprofile selbstähnlich dar, was auch als 
sog. Selbstähnlichkeit bezeichnet wird. Es bedeutet, dass sich die Profile bzgl. einer Re-
ferenzgeschwindigkeit (Achs-Geschwindigkeit U0(x) oder Halb-Geschwindigkeit U0,5(x)) 
und Referenzlänge (Position x oder Halb-Profilbreite r0,5(x)) normieren lassen und stets 
die gleiche Form aufweisen. Dies gilt analog auch für die Schwankungsgrößen der Ge-
schwindigkeitskomponenten bzw. den Turbulenzgrad. Aufgrund dieser Eigenschaft wird 
für den Freistrahl im Bereich x > xd auch der Begriff selbstähnlicher Freistrahl (engl.: self 
preserving jet) verwendet.  
10 d d 
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Abbildung 2-2: Skizze der Strömungsbereiche des Freistrahls, in Anlehnung an [11, S. 204], [12, S. 46] 
Die turbulenten Mischungsvorgänge bestimmen das Verhalten eines Freistrahls, beson-
ders im selbstähnlichen Bereich, weshalb im Folgenden etwas detaillierter darauf einge-
gangen werden soll.6 Der „typische“ Freistrahl kann in Bezug auf seine Wirbelstrukturen 
folgendermaßen beschrieben werden [12, S. 46]: Beim Austritt aus der Düse führt der 
große Schergradient normal zur Strahlachse (∂u/∂r) zu einem Aufrollen der Fluidschich-
ten (engl.: vortex roll-up), welches zu Beginn rotationsymmetrische Eigenschaften auf-
weist. Diese kreisringförmigen Wirbel ordnen sich weiter stromab paarweise an (engl.: 
vortex pairing) und beeinflussen sich gegenseitig, wodurch sich eine radiale Verschie-
bung einstellt. Die Rotationssymmetrie bleibt aber erhalten. Weiter stromab beginnen 
diese Wirbel auch axial zu pendeln, sodass die Symmetrieeigenschaften des Strahls 
verloren gehen. Mit steigender Lauflänge werden diese Ringwirbel durch lokale 3-dimen-
sionale Wirbelstrukturen überlagert. Der Beginn der Turbulenz tritt ein. Anschließend 
zerfallen die Ringwirbel vollständig und gehen in lokale 3-dimensionale Strukturen über. 
Der Freistrahl wird nun vollständig von Turbulenz beherrscht. Die turbulenten Wirbel-
strukturen zerfallen nun mit zunehmender Lauflänge gemäß der Theorie des turbulenten 
Zerfalls (Energiekaskade) bis hin zu den Kolmogorov Mikroskalen, wo diese schließlich 
durch Dissipation zerfallen [13, S. 182 ff.]. 
Durch den turbulenten Zerfall der Wirbelstrukturen verliert die Strömung kinetische Ener-
gie. Zur Erhaltung der Massenkontinuität muss sich daher der Querschnitt des 
Freistrahls vergrößern, was zur Einmischung der ruhenden Außenströmung führt und 
als Strahlaufweitung bezeichnet wird [14, S. 35]. Im Strahlrand kommt dabei die sog. 
Scherturbulenz besonders zum Tragen. Denn dort ist die lokale Turbulenz maximal, da 
die mittlere Geschwindigkeit der Strömung gegen null geht. Typischerweise kann die 
lokale Turbulenz in einem Freistrahl Werte zwischen 30 % bis 60 % annehmen, obwohl 
                                               
6 Die Turbulenz im Allgemeinen bildet ein eigenes Forschungsgebiet in der Strömungsmechanik, 
weshalb an dieser Stelle auf die umfangreiche Fachliteratur zu den Grundzügen der Turbulenz 
hingewiesen werden soll. Eine allgemeine Darstellung zur Turbulenz gibt Kuhlmann [102], wei-
terführende Einblicke auch in die Turbulenz des runden Freistrahls sind in [174] gegeben. Ein 
grundlegendes Verständnis über turbulente Strömungen und ihr Vorkommen, bspw. auch im Frei-
strahl, wird durch Rotta aufgebaut [128]. Als ein modernes Standardwerk gilt [13], in dem u.a. 
eine ausführliche Darstellung zur Freistrahlströmung gegeben ist. 
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im Experiment in der Strahldüse sehr geringe Turbulenzgrade von kleiner 1 % realisiert 
werden können [11, S. 203]. 
Der Strahl und dessen Bereiche sind entscheidend durch seine Randbedingungen ge-
prägt. Dabei ist die wohl fundamentalste die, dass ein idealer Strahl in ein sich unendlich 
weit erstreckendes und ruhendes Fluid strömt [15, S. 4]. Weiter ist die Beschaffenheit 
der Strömung in der Düsenmündung von außerordentlicher Bedeutung. Unter der An-
nahme, dass in der Düsenmündung ein nahezu konstantes Geschwindigkeitsprofil (sog. 
Block-Profil, engl.: top-hat) mit geringem Turbulenzgrad herrscht, wurden einige Unter-
suchungen veröffentlicht. Eine grundlegende Arbeit stellt die Veröffentlichung von [16] 
dar. In [17] wurde eine Beziehung für den Einfluss der Düsen-Reynolds-Zahl hergeleitet 
und experimentell bestätigt. Durch [18] wurde gezeigt, dass die Düsen-Reynolds-Zahl 
Red einen deutlichen Einfluss auf die Strahlentwicklung besitzt. Dies konnte durch einen 
eigenen Vorversuch nachgestellt werden, woraus sich anschauliche Aufnahmen zur 
Strahlentwicklung und den turbulenten Strukturen ergaben, Abbildung 2-3. Spätere Ver-
öffentlichungen behandeln die Anwendung eines optimierten Messverfahrens [19] und 
den Einfluss einer erweiterten Begrenzung des Versuchsaufbaus [20], wodurch die Er-
gebnisse bestätigt bzw. verbessert werden konnten.  
   
Abbildung 2-3: Instantane Aufnahmen zum Freistrahl; Die Strömungen weisen von links nach rechts eine 
steigende Düsen-Reynolds-Zahl Red auf. Bei kleiner Red (links) ist ein leichter Auftriebseffekt erkennbar, 
da die Fluid-Temperatur im Versuch ca. 5 °C unter der Umgebungstemperatur lag; Versuchsanordnung: 
horizontal, von rechts nach links strömend 
Experimentell wurde von [21] der Einfluss der Düsenströmung anhand eines Blockprofils 
und voll turbulenten Rohrprofils auf die Entwicklung des Freistrahls untersucht. Dabei 
wurde im mündungsnahen Bereich ein erheblicher Unterschied der Strömung festge-
stellt. Zum einen unterscheidet sich das Geschwindigkeitsspektrum. Anhand dessen 
konnten in der Scherschicht des Blockprofils große turbulente Strukturen nachgewiesen 
werden, welche ebenfalls anhand qualitativer Strömungsaufnahmen mittels Mie-Scatte-
ring (engl.) gezeigt werden konnten. Jedoch konnten diese in der Scherschicht des Rohr-
profils nicht nachgewiesen werden, was auf eine breitere Scherschicht und dem damit 
verbundenen kleineren Schergradienten zurückgeführt wurde. Das hat wiederum eine 
höhere Strahlaufweitung und Geschwindigkeitsabnahme entlang der Strahlachse (engl.: 
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center line velocity decade, CLVD) zur Folge. Weiter wurden frühere analytische Unter-
suchungen von [22] bestätigt, die eine Auswirkung der Einlass-Randbedingungen7 auf 
die Selbstähnlichkeit des Freistrahls besagen. Damit wird die klassische Selbstähnlich-
keitstheorie wiederlegt, welcher eine asymptotische Unabhängigkeit des selbstähnlichen 
Bereiches gegenüber den Einlass-Randbedingungen zugrunde liegt. Dieses Verhalten 
ist unter dem Begriff round jet initial condition anomaly (engl.) bekannt.8 
Mit der numerischen Berechnung der round jet initial condition anomaly beschäftigten 
sich in jüngerer Vergangenheit einige Wissenschaftler. Zunächst sei dazu die Arbeit von 
[23] genannt, wobei mittels Direkter Numerischer Simulation (DNS) der runde Freistrahl 
infolge eines Rohr- und Blockprofils untersucht wurde. Dabei wurde gezeigt, dass die 
von [22] vorgeschlagene Skalierung unter Verwendung der jeweiligen Strahl-Halbbreite 
– welche eine individuelle experimentelle Größe darstellt – zu besseren Ergebnissen 
führt, was letzten Endes die universelle Selbstähnlichkeit wiederlegt. Allerdings wurde 
im Gegensatz zu [21] eine erhöhte Strahlaufweitung infolge des Rohrprofils gegenüber 
dem Blockprofil berechnet. Diese Unzulänglichkeit wurde gleichermaßen bei der Simu-
lation mittels RANS und k-ε Modell festgestellt [24]. Weitere Arbeiten zur Anwendung 
des k-ε Modells zeigten, dass durch eine gezielte Anpassung des Modellkoeffizienten 
Cε1 (Produktionsterm der ε-Transportgleichung) auf die jeweilige Einlass-RB eine gute 
Übereinstimmung zu experimentellen Ergebnissen hergestellt werden kann und sich so 
auch die round jet initial condition anomaly berechnen lässt [25], [26], [27]. Untersuchun-
gen zur Anwendung des SST-Modells zeigen, dass das Standardmodell ähnliche 
Schwächen wie das k-ε Modell aufweist [28]. Diese können durch die in [29] vorgeschla-
gene Anpassung der Modellkoeffizienten jedoch weitestgehend überwunden werden. 
Darüber hinaus kann durch Anpassung der Produktionskoeffizienten die Eignung des 
SST-Modells weiter verbessert werden [30], [31]. Damit lassen sich selbst tiefgehende 
Eigenschaften des Freistrahls, wie der sog. off-axis peak (engl.), berechnen. Verlässt 
man den Bereich der isothermen Strahlen und berücksichtigt eine Temperaturdifferenz 
zwischen Fluidstrahl und Umgebung (engl.: plumes), so kann man den Einfluss durch 
Auftriebseffekte untersuchen. Es wurde festgestellt, dass ein Strahl infolge der Dichte-
unterschiede früher den Zustand der Selbstähnlichkeit erreicht [32].  
Aus der Untersuchung der Ähnlichkeitsgesetze ergibt sich die Düsen-Reynolds-Zahl ge-
mäß (2.1), mittels dessen die Strömung des selbstähnlichen Freistrahls beschrieben 
werden kann. Dabei wird die Geschwindigkeit in der Düsenmündung UJ, der Düsen-
durchmesser d und die kinematische Viskosität ν berücksichtigt. Weiter kann der selbst-
ähnliche Strahl durch die Entwicklung der Strahlgeschwindigkeit entlang der Strahlachse 
U0(x) (engl.: center line velocity decay, CLVD) gemäß (2.2) und der Strahlspreizung b 
(engl.: spreading rate) gemäß (2.3) beschrieben werden [14, S. 36], wobei x die Position 
entlang der Strahlachse bedeutet und C1 sowie C2 Integrationskonstanten darstellen, 
welche experimentell oder numerisch bestimmt werden können. 
 
                                               
7 In [21, S. 120] wird wörtlich von sog. „initial conditions“ (engl.) gesprochen, was übersetzt An-
fangsbedingungen bedeutet. Es handelt sich dabei aber um Untersuchungen, in denen die örtli-
chen Anfangsbedingungen, nämlich die Strömungsform in der Düsenmündung, untersucht wor-
den sind. In der numerischen Strömungsmechanik werden jedoch üblicherweise die Werte des 
Strömungsfeldes zu Beginn der Simulation als Anfangsbedingungen und die Werte an den Rän-
dern des Rechengebietes als Randbedingungen bezeichnet. Um im Rahmen der vorliegenden 
Arbeit Verwirrungen zu vermeiden, scheint es daher sinnvoll, in diesem Zusammenhang ebenfalls 
von Randbedingungen zu sprechen. 
8 Die round jet jet initial condition anomaly ist dabei nicht mit der round-jet/plane jet anomaly zu 
verwechseln, welche die um ca. 10 % kleinere Aufweitung des runden gegenüber den ebenen 
Freistrahls beschreibt [117, S. 131], [13, S. 96 ff.]. 
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Abbildung 2-4: Schematische Darstellung zur Strömung einer stufenförmigen Rohrerweiterung 
Zu Strömungen mit höheren Reynolds-Zahlen wurden einige sehr grundlegende Unter-
suchungen durchgeführt. Es wurde hauptsächlich die Strömung im Bereich der Rezirku-
lation experimentell untersucht und mit numerischen Berechnungen (k-ε Modell) vergli-
chen [40] und [41]. Im Gegensatz zu Gould konnte Durrett nur eine mangelhafte Vorher-
sage der turbulenten kinetischen Energie und Reynoldsspannungen feststellen. In [42] 
wurde gezeigt, dass durch Erhöhung der Reynolds-Zahl die Strahlgeschwindigkeit erst 
ab x/d > 9 stärker abnimmt. Weiter sind in [43] und [44] die Ergebnisse zu den Messun-
gen der Axial- und Radialgeschwindigkeit und -schwankungen an einer Stufe mit gerin-
gerem Durchmesserverhältnis dargestellt. Außerdem konnte mittels geeigneter Normie-
rung gezeigt werden, dass in der Scherschicht des düsennahen Bereichs x/d < 5 die 
radialen Strömungsprofile dem Freistrahl ähnlich sind [44, S. 427].  
Tabelle 2-1: Übersicht zu experimentellen Untersuchungen der axialsymmetrischen Stufenströmung 
 
Weitere Untersuchungen beschäftigten sich speziell mit der Anwendung der Particle-
Image-Velocimetry (PIV, engl.), wobei von [37] ein kleines Durchmesserverhältnis bei 
laminarer Strömung betrachtet wurde. Hingegen wurde von [45] ein großes Durchmes-
serverhältnis von D/d = 24 bei turbulenter Strömung untersucht, allerdings wurden 
hauptsächlich Ergebnisse von Kreuzkorrelationen zur Charakterisierung der Turbulenz 
vorgestellt. Zudem wurde der Verlauf der Längs- und Querfluktuationen entlang der 
Rohrachse gemessen. In einer experimentellen Untersuchung jüngeren Datums wurde 
Autor D/d Red Methode 
Durrett et al. (1988) 1,9 84.000 1D LDA 
Gould et al. (1989) 2,0 56.000 2D LDA 
Baughn et al. (1989) 2,5 4.100 - 17.400 HDA 
Stieglmeier et al. (1989) 1,6 15.600 1D LDA 
Khoo et al. (1992) 24 30.000 - 50.000 PIV 
Devenport und Sutton (1993) 1,9 80.000 Pulsed Wire  
Hammad et al. (1999) 2,0 20 - 211 PIV 
Furuichi et al. (2002) 1,8 3.820 POD 
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der Einsatz von Mikrophonen und der Rekonstruktion des Geschwindigkeitsfeldes mit-
tels proper orthogonal decompensation (POD, engl.) zur Messung der Strömungsge-
schwindigkeit in axialer Richtung untersucht [46]. 
Darüber hinaus wurden einige numerische Untersuchungen durchgeführt, vgl. dazu die 
Übersicht in Tabelle 2-2. Ein Vergleich mehrerer Low-Reynolds-Number (LRN, engl.) 
k-ε Turbulenzmodelle wurde von [47] vorgestellt. Daraus wird ersichtlich, dass das k-ε 
Modell prinzipielle Schwächen bei der Berechnung der turbulenten kinetischen Energie 
in der Scherschicht aufweist. Es fällt vor allem die mangelnde Berechnung der turbulen-
ten kinetischen Energie im Übergang von der Kern- zur Rohrströmung auf, wobei in 
Achsnähe zu geringe Werte berechnet werden. Gleichwohl wird gezeigt, dass dieser 
Effekt durch den LRN-Ansatz z.T. kompensiert werden kann. Im Scherschichtbereich 
und im Bereich der Rezirkulation bietet dieser Ansatz jedoch keine signifikanten Vorteile. 
Eine ausführlichere Untersuchung verschiedener Turbulenzmodelle (k-ε, RNG k-ε, Rea-
lizable k-ε, k-ω, SST, RSM) wurde von [48] vorgestellt. Es wird die prinzipiell bessere 
Eignung des Standard k-ε Modells gegenüber dem k-ω Modell deutlich. Allerdings be-
stätigen die Ergebnisse die mangelnde Vorhersagequalität im Übergang von der Kern- 
zur Rohrströmung, wo alle Turbulenzmodelle dem schnellen Zuwachs der turbulenten 
kinetischen Energie nicht folgen können und zu geringe Werte berechnet werden. Wei-
tere Untersuchungen beschäftigen sich ebenfalls mit der Anwendung des k-ε Ansatzes 
[49], [50] oder mit Strömungen bei sehr kleinen Reynolds-Zahlen [51], [52]. Dabei ist das 
Durchmesserverhältnis mit 1,6 ≤ D/d ≤ 3 ähnlich.  
Tabelle 2-2: Übersicht zu numerischen Untersuchungen der axialsymmetrischen Stufenströmung 
Autor D/d Red Tu-Modell 
Chang et al. (1995) 1,9 84.000 LRN k-ε 
Guo et al. (2001) 1,96 10.000 k-ε 
Guo et al. (2002) 5 10.000 k-ε 
Tekerhov et al. (2009) 3 6.650 LRN k-ε 
Sagar et al. (2011) 1,6 50.000 RNG k-ε 
Ray et al. (2012) 2,0 - 3,0 21 - 211 laminar 
Bae et al. (2013) 1,9 56.000 k-ε, RNG k-ε, Realiz. k-ε,  k-ω, SST, RSM 
Carrillo et al. (2014) 2 21 - 211 laminar 
 
Mit Blick auf die instationäre Simulation des Strahlbündels sei auf die Untersuchungen 
[53] hingewiesen. Darin wurde die Simulation einer instationären Drall-behafteten Stu-
fenströmung mittels URANS und k-ε Modell untersucht. Es wird ersichtlich, dass sich 
dieser Ansatz zur Berechnung der zeitgemittelten Größen sehr gut eignet, da z.B. die 
Berechnung der Strouhal-Zahl für verschiedene Drallzahlen gelingt. Die Untersuchun-
gen wurden anhand der gleichen Strömung fortgeführt, wobei ein sog. VLES Ansatz 
(very Large-Eddy-Simulation, engl.) zur Anwendung kam [54]. Damit gelang es, die groß-
skaligen kohärenten Strukturen in Achsnähe aufzulösen, welche die Strömung bei star-
ker Verdrallung beherrschen. 
Eine systematische experimentelle oder numerische Untersuchung der axialsymmetri-
schen Stufenströmung bei großen Durchmesserverhältnissen konnte somit bis dato 
nicht recherchiert werden. Einzig konnten einzelne Untersuchungen zu verwandten Strö-
mungen recherchiert werden, vgl. Abschnitt 2.2.3. Eine ähnliche Erkenntnis wurde auch 
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dass die Strömung bei einem bestimmten Impulsverhältnis instabil wird und starke Ge-
räusche abgibt, was auf erhöhte Schwankungen der Strömung hinweist. 
In Untersuchungen von [83] wurden weitere experimentelle Ergebnisse zu dieser Strö-
mungsanordnung vorgestellt. Weiter wurde die Anwendung der analytischen Lösungen 
für den ebenen Strahl von Gutmark, Bradbury und Heskestad zur Berechnung des Be-
reiches der Strahlvereinigung verglichen. Es kann keine generelle Eignung festgestellt 
werden, da die Lösungen Vor- und Nachteile aufweisen. Eine nährungsweise Berech-
nung ist aber möglich. Einen ähnlichen Inhalt hat auch die Untersuchung von [84], wobei 
lediglich die Lösung von Gutmark herangezogen wird. In [85] sind umfangreiche Ergeb-
nisse zu Strömungsprofilen zu finden, woraus übersichtliche Darstellungen zum Strö-
mungsfeld generiert werden konnten. 
Tabelle 2-3: Übersicht zu experimentellen Untersuchungen von parallel angeordneten ebenen Strahlen  
Autor A/d Red Messtechnik 
Corrsin (1944) 40 N.N. Fotographie 
Tanaka (1970) 8,5 - 26 4.290 - 8.750 CT HDA 
Tanaka (1974) 8,5 - 26 20.000 CT HDA 
Tanaka et al. (1975) 8,5 - 26 N.N. HDA, Öl-Film Visualisierung 
Elbanna et al. (1983) 12,5 20.000 CT HDA mit X-Sonde 
Lin et al. (1991) 30 - 40 ≈ 7.600 HDA 
Nasr et al. (1997) 4,25 11.000 2D-LDA 
Anderson et al. (2001) 9 - 18,25 2.340 - 216.000 CT HDA mit X-Sonde 
Anderson et al. (2003) 0,5 - 1,7 10.000 2-Komponenten HDA 
 
Aufbauend darauf ist die Untersuchung von [86] zu sehen. Darin werden experimentelle 
Ergebnisse zur axialen und radialen Geschwindigkeitsentwicklung zusammen mit Er-
gebnissen aus der numerischen Simulation diskutiert. Es wurde der RANS-Ansatz ge-
wählt und das k-ε mit dem RSM Turbulenzmodell verglichen. Anhand der radialen Ge-
schwindigkeitsprofile ist zu sehen, dass sich das RSM Modell zur Berechnung eignet. 
Eine Netzstudie zeigt, dass sich nur geringfügige Änderungen daraus ergeben. Der grö-
ßere Unterschied zwischen den Lösungen ist auf die Turbulenzmodellierung zurückzu-
führen. Die Übersicht in Tabelle 2-4 zeigt, dass bisher nur wenige numerische Untersu-
chungen zu dieser Strömung durchgeführt wurden, wobei überwiegend die Anwendung 
des RANS-Ansatzes in Verbindung mit dem k-ε Modell untersucht wurde. In [87] werden 
die instationären Effekte im düsennahen Bereich mittels HDA untersucht. Es kann ge-
zeigt werden, dass die dominante Frequenz der instationären Schwankungen linear mit 
steigender Düsen-Reynolds-Zahl zunimmt. Als dimensionslose Geometrie-Kennzahl 
ergibt sich für dieses Problem das Verhältnis von Strahlabstand zu Düsendurchmesser 
A/d. Anhand der dimensionslosen Kennzahl Strouhal-Zahl Sr lässt sich zeigen, dass die 
dominante Frequenz mit zunehmendem Durchmesser oder sinkendem Abstand nicht 
linear abnimmt.  
In [88] wurde die Strömung von 2 parallel angeordneten ebenen Strahlen numerisch 
durch Anwendung des RANS-Ansatzes untersucht. Zur Modellierung der Turbulenz 
wurde zunächst das k-ε Modell angewendet und anhand des Axialgeschwindigkeitsver-
laufes bewertet. Durch den Vergleich mit experimentellen Ergebnissen lässt sich fest-
halten, dass die Charakteristik des Geschwindigkeitsverlaufs gut berechnet werden 
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selbstähnlichen Bereich. Eine weitere Arbeit auf diesem Gebiet stellt [91] dar. Darin 
wurde die Anordnung von drei runden Strahlen in einer Ebene und der Einfluss durch 
Neigung der äußeren Strahlen untersucht. Ein interessantes Ergebnis ist, dass sich bei 
paralleler Strahlmündung (Neigung = 0) ein mittleres Strömungsfeld mit ebenfalls paral-
lel strömenden Strahlen ergibt. Eine Vereinigung ist nicht zu erkennen. Durch Erhöhung 
der Neigung auf 10°, 20°und 30° ist eine Vereinigung der Strahlen zu beobachten, die 
mit steigender Neigung weiter stromaufwärts stattfindet. Das mittlere Strömungsfeld 
ergibt eine stabile gerichtete Strömung. Aus Grafiken zum instantanen Strömungsfeld 
lässt sich jedoch erkennen, dass die Strömungen in deren Strahlflanken und stromab-
wärts der Vereinigung starken Schwankungen unterliegen. 
In [92] sind Ergebnisse zu einer Strahlkonfiguration gezeigt, die dem Problem des hexgo-
nalen Strahlbündels sehr nahekommt. Darin wurde der Einfluss von 4, 6 und 8 radial um 
einen zentrischen Strahl angeordneten Strahlen untersucht, wobei der Mündungsquer-
schnitt rund ist und die Strahlachsen in der Mündung parallel zueinander angeordnet 
sind. Die Strahlen weisen einen Abstand von A/d ≈ 1,8 auf und sind somit ähnlich wie in 
der Untersuchung von Boushaki angeordnet. Allerdings ist im Gegensatz zu den Er-
kenntnissen von Boushaki ab einer Lauflänge von x/d = 28 eine deutliche Strahlvereini-
gung feststellbar. Damit stellt sich die Frage, weshalb sich unterschiedliche Beobach-
tungen hinsichtlich der Strahlvereinigung bei paralleler Strahlmündung ergeben. 
Ebenfalls interessant für die vorliegende Arbeit sind die Untersuchungen zu einer Düsen-
Prallplatten Anordnung mit mehreren Strahlen von [93]. Dabei wurde ein 2-reihiges he-
xagonales Strahlbündel von 13 Strahlen mit einem Düsenabstand von 2d mittels PIV 
und LDA untersucht. Es konnte gezeigt werden, dass nach einer gewissen Lauflänge 
die Achsgeschwindigkeit des inneren Strahls stärker abnimmt als die der äußeren. Dafür 
wird die Interaktion der Strahlen über die Scherschichten verantwortlich gemacht, 
wodurch bei dem inneren Strahl mehr Strömungsenergie in Turbulenz umgewandelt 
wird, was in einem simultanen Anstieg der turbulenten kinetischen Energie des inneren 
Strahls mündet. Zudem wurde eine Sekundärströmung um die äußeren Strahlen (Hufei-
sen-Form, engl.: horseshoe-type vortex) festgestellt, infolgedessen eine Rückströmung 
zwischen den Strahlen entsteht. Im Inneren des Strahlbündels konnte dies nicht nach-
gewiesen werden. Diese sich überlagernden Strömungen weisen ein sehr inhomogenes 
Feld der turbulenten kinetischen Energie und deren Produktion auf, was auf eine starke 
Anisotropie der Turbulenz schließen lässt. Außerdem wurde festgestellt, dass das in-
stantane Geschwindigkeitsfeld deutlich komplexere Strukturen als das mittlere Ge-
schwindigkeitsfeld aufweist. Es wurde sogar beobachtet, dass es zu einem zeitweisen 
Zusammenbruch der Strahlen kommt. Ursache dafür sind kohärente Strukturen, die sich 
vor allem ab einem Abstand x/d > 2 stromabwärts ausbilden [94]. Darüber hinaus ergab 
sich, dass die Sekundärströmung um den äußeren Strahl keine feste Position aufweist, 
sondern örtlich wandert. Zur Analyse der kohärenten Strukturen wurden verschiedene 
Methoden verglichen, wobei die Analyse der 2. Invarianten des Geschwindigkeitsgradi-
enten unter Anwendung eines Schwellenwertes die besten Ergebnisse lieferte. Außer-
dem konnten die dominierenden Geschwindigkeitsvektoren durch Anwendung einer 
POD-Filterung (engl.: proper orthogonal decomponsition) sehr gut dargestellt werden. 
Eine zusammenhängende Darstellung sowie Betrachtungen zur Rückwirkung auf den 
Wärmetransport sind in [95] und [96] gegeben.  
Eine numerische Untersuchung dieser Strömung mittels RANS und LES wurde von [97] 
durchgeführt. Zusammengefasst kann man sagen, dass durch Anwendung des RANS 
Ansatzes die mittleren Geschwindigkeiten gut wiedergegeben werden, aber insbeson-
dere bei den Normalspannungen nimmt der Einfluss der Turbulenzmodellierung zu. 
Auch bei dieser Strömung wird mittels RANS die turbulente kinetische Energie zu hoch 
berechnet, was auf den zugrundeliegenden Wirbelviskositätsansatz (engl.: eddy visco-
sity) zurückgeführt wird. Die Unterschiede zur LES sind hinsichtlich der Mittelwerte ge-
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ring. Der große Vorteil der LES besteht in der Auflösung groß-skaliger, turbulenter Struk-
turen, welche dieses Problem im Bereich der Prallplatte beherrschen. Infolge dessen 
weist die LES sehr gute Ergebnisse sowohl für das Geschwindigkeitsfeld als auch für 
die Spannungen und turbulente kinetische Energie auf. Es ist auch gezeigt, dass diese 
Methode sehr sensibel auf das verwendete Gitter reagiert. Bei Verwendung eines zu 
groben Gitters zur LES können größere Unterschiede resultieren als durch Anwendung 
des RANS-Ansatzes. Eine weitere Betrachtung zu Aspekten der Simulation dieser Strö-
mung und Validierung ist in [98] und [99] zu finden. 
Ähnlich stellt sich die Untersuchung einer Strömung von in Reihe angeordneten Strahlen 
dar, die in eine quaderförmige Erweiterung münden. Mittels URANS können ebenfalls 
gute Ergebnisse hinsichtlich des mittleren Geschwindigkeitsfeldes erzielt werden [100]. 
Aber auch hier wird die Strahlspreizung als Maß für die turbulente Mischung zu stark 
berechnet. Dies ist ein Indiz für die fehlerhafte Berechnung der kohärenten Strukturen 
infolge des angewendeten URANS-Ansatzes oder des Turbulenzmodells.  
Die Anordnung runder Strahlen wurde weniger umfangreich als die Anordnung ebener 
Strahlen untersucht, was u.a. der größeren Geometriefreiheit geschuldet sein mag. Den-
noch werden grundlegene Zusammenhänge deutlich, bspw. der Einfluss der Strahlnei-
gung in der Mündung. Auch wird deutlich, dass sich eine Ähnlichkeit zu den Zusammen-
hängen parallel angeordneter ebener Strahlen ergibt. In Bezug auf turbulente Strukturen 
und deren Simulation sind die Arbeiten zu den Düse-Prallplatte-Strömungen sehr auf-
schlussreich, da gezeigt werden konnte, dass groß-skalige Strukturen die Strömung be-
einflussen. Wie beim ebenen Strahl können instationäre Effekte auftreten. Durch eine 
erste numerische Untersuchung zur Anwendung des SST-Modells kann gezeigt werden, 
dass eine Simulation auch mit Hilfe des RANS-Ansatzes möglich zu sein scheint [101]. 
Dabei zeigen sich Schwächen im Bereich der Strahlströmung und -vereinigung, die teil-
weise durch eine Anpassung der Modellkoeffizienten behoben werden können. Die darin 
angewendeten Modellkoeffizienten wurden aus den Untersuchungen zum begrenzten 
Strahl gewonnen, wobei die Annahme einer ähnlichen Strömungsmechanik zugrunde 
gelegt wird. Daraus ergeben sich Fragen zur Strömung von parallel angeordneten Strah-
len, bspw. zum Verhalten im Bereich der Düsenmündung oder der Strahlvereinigung. 
Aber auch Fragen zur Simulation mittels des RANS-Ansatzes und entsprechender Tur-
bulenzmodelle, wie dem SST-Modell, sollen im Rahmen der vorliegenden Arbeit Rech-
nung getragen werden.  
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eine Abnahme der Scherschichtbreite beobachtet werden, was sich besonders anhand 
der Längsfluktuationen zeigt, Abbildung 3-2.  
 
Abbildung 3-2: Einfluss des Kontraktionsverhältnisses auf die mündungsnahe Strömung anhand der Axi-
algeschwindigkeit (links) und Längsfuktuationen (rechts) im Abstand x/d = 0,7 stromab der Mündung 
(Red = 104, Freistrahl-Versuchsanordnung) 
Darüber hinaus ist der Einfluss einer Rohrauströmung von Interesse. Dazu wird eine 
Ausströmung aus einem Rohr der Länge l/d = 13,2 betrachtet, dessen Einlaufströmung 
über eine sich stetig verengende Düse erfolgt. Das Durchmesserverhältnis der Rohraus-
strömung beträgt DBK/d = 23,2. Zum Vergleich wird die Düsenausströmung für ein Kon-
traktionsverhältnis von K = 21,7 herangezogen. Erwartungsgemäß weist die Rohraus-
strömung im Vergleich zur Düsenausströmung eine deutlich breitere Scherschicht auf, 
Abbildung 3-3. Für die gegebene Rohrlänge von L/d = 13,2 und Reynolds-Zahl von 
Red = 104 ist ein unausgebildetes, turbulentes Rohrprofil in der Rohrmündung zu erwar-
ten.10 Dies bestätigt zum einen der Vergleich mit dem sog. 1/7-Potenzgesetz der turbu-
lenten Rohrströmung [102, S. 248]. Zum anderen ist die Rohrmitte noch nicht von der 
Turbulenz durchdrungen, was die geringen Fluktuationen von rund 0,6 % in der Kern-
strömung belegen. 
Sowohl für die Düsen- als auch für die Rohrausströmung lassen sich in der mündungs-
nahen Kernströmung (x/d = 0,7) auf der Strahlachse periodische Geschwindigkeits-
schwankungen für Frequenzen von f < 2 Hz nachweisen, Abbildung 3-4.11 Weiter strom-
abwärts bzw. auch in der Scherschicht lassen sich derartige Effekte nicht messen. 
                                               
10 Unter normalen Laborbedingungen ist ab einer Reynolds-Zahl von Re > 2.300 eine turbulente 
Rohrströmung zu erwarten [102, S. 247], so dass im vorliegenden Experiment mit Red = 104 von 
einer turbulenten Rohrströmung auszugehen ist. Für die Einlaufstrecke einer turbulenten 
Rohrströmung sind aus der Literatur einige empirische Abschätzungen bekannt, deren Werte je-
doch eine breite Streuung aufweisen [171, S. 226 f.]. So ergibt sich gemäß der bekannten Bezie-
hung lein/d ≈ a·Reb zur Abschätzung der Einlaufstrecke für die vorliegende Strömung mit a = 0,6 
und b = 0,25 ein Faktor von lein/d = 6. Gleichzeitig ist aber nach Nikuradse ein Wertebereich von 
25 ≤ lein/d ≤ 40 und nach Kirstin von 50 ≤ lein/d ≤ 100 angegeben [171, S. 227]. Im vorliegenden 
Experiment beträgt die Rohrlänge L/d = 13,2 und nach o.g. Formel wäre somit eine ausgebildete 
Rohrströmung zu erwarten. Da dies jedoch noch weit unterhalb des von Nikuradse oder Schiller 
angegebenen Wertebereichs liegt, bestehen Zweifel daran. 
11 Hinweis: Für Erläuterungen zu den angewendeten Methoden zur Frequenzanalyse siehe Ab-
schnitt 3.4.5. Im Rahmen dieses Abschnittes wurde die modellbasierte Varianz-Berechnung 
(kern-Option: -mbv) nicht angewendet. 
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mentellen Untersuchungen entnommen werden, dass zur Gewährleistung möglichst ge-
ringer Volumenstrom-Messfehler der Regler stets im oberen Messbereich betrieben wer-
den sollte.  
Optischer Zugang 
Zur optischen Zugänglichkeit werden im Messbereich Glasrohre verschiedenen Durch-
messers und Materials eingesetzt, was bspw. zu Verzerrungen des Laserstrahls führen 
kann [105, S. 7 f.]. Die verwendeten Glasrohre weisen herstellungsbedingt unterschied-
liche Eigenschaften bzgl. der Oberflächen- und Materialgüte auf, vgl. Anhang 7.3. Der 
daraus resultierende Einfluss lässt sich durch Messung in der laminaren Kernströmung 
einer axialsymmetrischen Stufenströmung prüfen, wobei sich ein nahezu konstanter Ge-
schwindigkeitsverlauf und eine geringe Streuung der Einzelmesswerte ergeben sollte. 
Zur Gewährleistung einheitlicher Versuchsbedingungen, wurde ein Düsendurchmesser 
von d = 12,8 mm und eine Reynolds-Zahl von Red = 104 gewählt. In unmittelbarer Dü-
sennähe wird durch Ausgleichsvorgänge ein Kurventrend bewirkt, ebenso wie am Ende 
der Kernströmung aufgrund der wachsenden Turbulenz. Unter dessen Beachtung be-
trägt die Streuung der Einzelmesswerte der Geschwindigkeit entlang der Strahlachse 
weniger als 1 % und quer zur Strahlachse weniger als 0,5 %, Abbildung 3-5. Dabei weist 
die Streuung der Messwerte für das Rohr D = 156 mm (D156) sowie das Rohr 
D = 79 mm (D80) ein Muster auf, was auf die Rillenstruktur der Oberflächen hindeutet, 
Abbildung 7-7.  
Die Standardabweichung einer LDA-Messung kann bei laminarer Strömung als Maß für 
die Streuung der Messwerte interpretiert werden, wobei zu beachten ist, dass ein gewis-
ser Turbulenzgrad trotz Strömungsberuhigung und Düsenkontraktion verbleibt. Im vor-
liegenden Fall beträgt die relative Standardabweichung kleiner 0,8 %, worin die Turbu-
lenz als auch die Messgenauigkeit des LDA von 0,3 % [106] enthalten sind. Selbst die 
Messung mit dem Rohr D80, welches aufgrund der Welligkeit am ehesten einen Einfluss 
erwarten lässt (vgl. Abbildung 7-10), zeigt keinen nennenswerten Einfluss auf den Mit-
telwert oder dessen Standardabweichung. 
Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass die z.T. erheblichen Unterschiede 
der optischen Rohre in Bezug auf Oberflächengüte und Materialqualität zu geringen 
Messunsicherheiten führen, die sich in der Größenordnung der Messgenauigkeit des 
verwendeten LDA-Systems befinden. Für die weiteren Untersuchungen kann daher auf 
die unterschiedlichen optischen Rohre zurückgegriffen werden, ohne dass nennens-
werte Einbußen hinsichtlich der Messgenauigkeit zu erwarten sind. Vielmehr kann die 
Auswahl auf die Rohre fallen, welche die besseren optischen Eigenschaften aufweisen 
und so zu einer höheren Datenrate führen, z.B. das Glasrohr D40 Borsilicat. Weiter kön-
nen insbesondere die größeren optischen Rohre verwendet werden, welche aufgrund 
ihrer Abmessungen eine genauere Positionierung des Messvolumens erlauben. 
Neben dem Einfluss der Rohroberfläche entsteht ein weiterer Einfluss aufgrund des 
Strahlengangs durch die Rohrwand. An den Grenzflächen des Rohres zur Luft unterliegt 
der Laserstrahl dem sog. Snelliusschen Brechung [103, S. 409 ff.], wodurch sich eine 
Verschiebung des Messvolumens ergibt, vgl. Anhang 7.8. Für die verwendeten Materi-
alien (Quarzglas, Borsilicat, PMMA) nimmt der rechte Term in (7.24) Werte zwischen 
0,32 und 0,334 an. Somit ist der Einfluss der unterschiedlichen Rohrmaterialen sehr ge-
ring. Die Verschiebung des Messvolumens Δz wird daher durch die Wandstärke t der 
verwendeten Rohre bestimmt und nimmt Werte zwischen 0,48 mm < Δz < 0,97 mm an. 
Im Experiment muss die Verschiebung des Messvolumens durch eine Lagekorrektur 
ausgeglichen werden, was geeigneter Weise in der Scherschicht der Strahlmündung er-
folgt. So kann der Einfluss der Korrektur direkt anhand der Geschwindigkeitsmessung 
beurteilt werden. Denn aufgrund des in der Scherschicht herrschenden großen Ge-
schwindigkeitsgradienten führen geringe Positionsänderungen zu großen Geschwindig-
keitsänderungen, was eine einfache Kontrolle erlaubt. 
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Durchflussregelung 
Der Volumenstrom setzt sich aus dem Haupt- und Partikelvolumenstrom zusammen und 
wird mit Hilfe von Durchflussreglern eingestellt, vgl. Anhang 7.1.2. Diese sind als PID-
Regler ausgeführt, dessen Übertragungsfunktion sich durch Veränderung des P- und I-
Anteiles beeinflussen lässt. Um ein sog. „Flattern des Ventiles“ zu vermeiden, wird der 
D-Anteil konstant gehalten und der P- und I-Anteil in einem konstanten Verhältnis von 
KP/KI = 2,4 variiert. Um die Auswirkung der Reglerdynamik auf die Strömung zu beurtei-
len, wird eine Messung der Strömungsgeschwindigkeit in der laminaren Kernströmung 
eines Strahls mittels LDA vorgenommen. Dabei ist zu beobachten, dass der Mittelwert 
des Haupt- und Partikelvolumenstroms durch die Dynamik des Reglers nicht beeinflusst 
wird, Abbildung 3-6. Jedoch besitzt der Hauptvolumenstrom-Regler einen Einfluss auf 
die Standardabweichung σ(u), welche mit steigendem PI-Anteil exponentiell zunimmt. 
Zur Minimierung eines zusätzlichen Einflusses der Durchflussregelung auf die Ge-
schwindigkeitsmessung folgt somit die Verwendung eines möglichst kleinen PI-Anteils 
(KP = 37, KI = 16). 
  
 
Abbildung 3-5: Strömungsmessung im Potentialkern von axialsymmetrischen Stufenströmungen 
(Red = 104) zum Einfluss der Oberflächengüte und Materialqualität auf die Messgenauigkeit; Mittelwert 
(links) und Standardabweichung (rechts, Systemrauschen korrigiert) entlang der Strahlachse (oben) und 
quer zur Strahlachse (unten) 
Die Betrachtung der spektralen Eigenschaften des Geschwindigkeitssignals aus der 
LDA-Messung gibt weiteren Aufschluss über den Einfluss der Durchflussregelung. Beim 
Vergleich eines hohen PI-Anteils (KP = 1.440, KI = 600) mit einem niedrigen PI-Anteil 
(KP = 37, KI = 16) zeigt sich ein deutlicher Einfluss auf das Spektrum der Messung in 
Strahlmitte, Abbildung 3-7 links. Durch Verwendung eines niedrigen PI-Anteils lassen 
sich bei f = 0,5 Hz und 2 Hz deutliche Leistungsspitzen erkennen, die auf eine pulsie-
rende Strömung deuten. Dem gegenüber ruft die Anwendung eines hohen PI-Anteils ein 
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(PM) zugeführt. Der PM wandelt die auftreffenden Photonen in ein elektrisches Signal 
(Spannung) und detektiert so das Streulicht eines Partikels. Die Sendeoptik des verwen-
deten Gerätes ist mit integrierter Empfangsoptik ausgeführt und nutzt somit das Streu-
licht in rückwärtiger Richtung, der sog. Rückstreuanordnung, vgl. [107, S. 123 f.]. 
 
Abbildung 3-8: Skizze zum Aufbau der Sendeoptik (Empfangsoptik nicht dargestellt) 
Die Streuung im Messvolumen kann über das sog. Interferenzstreifen-Modell anschau-
lich erklärt werden, wobei der Doppler-Effekt genutzt wird, um die sog. Doppler-Frequenz 
fD zu ermitteln. Bei der LDA wird der Zusammenhang zwischen Doppler-Frequenz und 
Interferenzstreifenabstand Δx gemäß (3.1) zur Bestimmung der Geschwindigkeit des 
Partikels u+ genutzt. Mit Hilfe der Bragg-Zelle kann durch Phasenverschiebung des Wel-
lengangs eines Laserstrahls (engl.: shift) ein bewegtes Interferenzstreifenmuster erzeugt 
werden, welches die Detektion der Strömungsrichtung infolge der Frequenzverschie-
bung erlaubt (3.4).  
 
 𝑢⊥ = ∆𝑥 ∙ 𝑓𝐷 (3.1)  ∆𝑥 =
𝜆
2 ∙ sin𝜑
 (3.2) 
 
 2 ∙ tan𝜑 =
𝑙𝑆𝐴
𝑙𝐵𝑊
 (3.3)  𝑓𝑆𝑖𝑔 = 𝑓𝐷 + 𝑓𝑠ℎ𝑖𝑓𝑡 (3.4) 
 
Im Zusammenhang mit der Messgenauigkeit der LDA ist zu beachten, dass sich der 
Interferenzstreifenabstand Δx gemäß (3.2) aus der Wellenlänge des Lasers λ und den 
optischen Eigenschaften der Sammellinse bzw. dem Halbwinkel φ ergibt. Dieser ergibt 
sich aus Strahlabstand lSA und Brennweite lBW gemäß (3.3). Dass die genaue Bestim-
mung des Strahlabstandes respektive dessen Fehlers ΔlSA von großer Bedeutung für die 
Messgenauigkeit der LDA ist, wurde durch eine Fehlerrechnung in [104, S. 38] gezeigt. 
Darin nimmt die Messabweichung der LDA bei fixem Strahlabstand einen Wert von 
Δu = 0,67 % und bei variablem Strahlabstand von Δu = 1,6 % an. Folglich gilt nach (3.3) 
Gleiches für die Messabweichung der Brennweite ΔlBW. Zur Bestimmung des Interfe-
renzstreifenfehlers kann der Interferenzstreifenabstand direkt mittels einer rotierenden 
Scheibe gemessen werden, wobei der Fehler der Winkelgeschwindigkeit der Scheibe 
3 ∙ 10-4 % beträgt und gegenüber der Messabweichung der verwendeten LDA von 
σ(fD) = 0,3 % vernachlässigt werden kann. Um die Güte der verwendeten Sammellinsen 
zu beurteilen, wurde exemplarisch die Linse mit der Brennweite lSA = 800 mm vermes-
sen. Der Interfrenzstreifenabstand beträgt Δx = 9,6412 µm mit einer Standardabwei-
chung der Einzelmessung von σ(Δx) = 0,06 %. Damit weicht der Messwert um 1,9 % 
vom theoretischen Wert Δx = 9,4615 µm ab (Tabelle 3-1), was als ein Richtwert für den 
Linsenfehler dient.13  
                                               
13 Typische Linsenfehler sind bspw. sphärische Aberration (Öffnungsfehler) oder Koma (Asym-
metriefehler), vgl. [121, S. 44 ff.]. 
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der Partikelgröße [109, S. 608 ff.]. Die Partikelzugabe selbst unterliegt äußeren Einfluss-
faktoren, welche wiederum die Partikelgröße beeinflussen können. Zur Bewertung des 
Versuchsaufbaus wurden Untersuchungen mittels Laserbeugungsspektrometrie durch-
geführt, um den Einfluss auf die Partikelgröße zu charakterisieren, siehe Anhang 7.6.15 
Der angewendete Zersträuber (Typbezeichnung: Aerosol Generator PivPart14 series, 
Hersteller: PIVTEC GmbH) erzeugt Partikel mit einem Sauter-Durchmesser von 
D32 = 1,91 µm.  
        
Abbildung 3-10: Prinzipskizzen zur Partikelzerstäubung mittels Laskin-Düse (links) und Zwei-Düsen An-
ordnung (rechts), in Anlehnung an [109, S. 617]  
Damit ist die Bestimmung der dimensionsfreien Mie-Parameter gemäß (3.6) möglich. 
Diese ergeben sich für einen Partikeldurchmesser von dp = D32, einen Brechungsindex 
von m = 1,45 und einer Wellenlänge von λ = 532 nm zu xm = 11,3 und ym = 16,4. Die 
daraus resultierende Streuung liegt deutlich oberhalb der Rayleigh-Streuung, wodurch 
eine ausreichende Streulichtintensität zu erwarten ist [109, S. 100 ff.]. 
 
 𝑦𝑚 = 𝑚 ∙ 𝑥𝑚 = 𝑚 ∙
𝜋 ∙ 𝑑𝑃
𝜆
 (3.6) 
 
Zudem ist Albrecht zu entnehmen, dass mit zunehmender Partikelgröße die Winkelab-
hängigkeit der Streulichtintensität steigt. Für die angewendete Rückwärtsanordnung 
ergibt sich dadurch eine um 2 Größenordnungen geringere Streulichtintensität als in Vor-
wärtsanordnung. Dies stellt den wesentlichen Nachteil des verwendeten LDA-Systems 
dar, welches aufgrund der integrierten Sende- und Empfangsoptik in Rückwärtsanord-
nung ausgeführt ist. Dazu zeigen die Voruntersuchungen in Abschnitt 3.3.4, dass eine 
ausreichende Streulichtintensität vorhanden ist.16 Da der Photomultiplier (PM) bei mitt-
                                               
15 Die Versuche wurden unter Anwendung eines Messgerätes der Firma Malvern Instruments Ltd. 
(Typbezeichnung: Mastersizer S Version 2.18) am Lehrstuhl für Strömungsmechanik der Tech-
nischen Universität Chemnitz durchgeführt. Das Messverfahren wurde nach Stand der Technik 
angewendet, die Messungen aber nicht vom Verfasser persönlich durchgeführt. Da das Mess-
verfahren nebensächlich für die vorliegende Arbeit ist, wird für Grundlagen der Kürze halber auf 
die einschlägige Fachliteratur verwiesen [107, S. 109 ff.]. 
16 Eine Erhöhung der Streulichtintensität wäre folgendermaßen möglich: Für den betrachteten 
Partikel- und Wellenlängenbereich (xm ≈ 10) verhält sich die Streulichtintensität quadratisch zum 
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lerer Laserleistung von 30 mW im mittleren Spannungsbereich bei etwa 900 V in Sätti-
gung geht, so dass durch Steigerung der Laserleistung oder der PM-Spannung keine 
Erhöhung der Datenrate möglich ist. 
Folgevermögen 
Zur Messung turbulenter Strömungen ist das Folgevermögen der Partikel von entschei-
dender Bedeutung. Besonders bei Strömungen mit Ablösung, Rezirkulation und Wieder-
anlegung bzw. starken Stromlinienkrümmungen können aufgrund unterschiedlicher Par-
tikelgrößen große Abweichungen hinsichtlich der Strömungsprofile entstehen. Anhand 
der ebenen Stufenströmung (engl.: backward facing step) kann gezeigt werden, dass 
große Partikeldurchmesser (dP = 70 µm) im Vergleich zu kleinen (dP = 1 µm) zur Mes-
sung eines deutlich längeren Ablösegebietes, höheren Geschwindigkeiten und geringe-
ren Schwankungen im Scherbereich führen [110]. Des Weiteren kann entnommen wer-
den, dass besonders die Abweichungen der mittleren Geschwindigkeit bis zu einer Lauf-
länge von 15 Stufenhöhen sukzessive zunehmen, wohingegen die Abweichung der Ge-
schwindigkeitsschwankungen ab dieser Lauflänge kaum feststellbar ist. Daneben ist 
auch die Dichte von großem Einfluss auf die Messgrößen einer LDA-Messung. Durch 
Entwicklung spezieller Festkörperpartikel mit geringeren Dichten und höherem Bre-
chungsindex (m = 1,7) als DEHS kann neben der Verbesserung der Messgrößen eine 
deutliche Verbesserung der Datenrate und Validierungsrate erzielt werden [111]. Alter-
nativ ist auch die Verwendung sehr kleiner Partikelgrößen möglich, wozu in [112] ein 
Aufbau und Verfahren zur Erzeugung von Partikelgrößen von 5 bis 80 nm auf SiO2-Basis 
vorgestellt ist. 
Unter der Annahme, dass die Dichte des Partikels viel größer ist als die des Fluids, kann 
gemäß (3.7) eine Beziehung für eine Grenzfrequenz fG hergeleitet werden [109, S. 609], 
oberhalb derer der Schlupf, mit dem ein Partikel der Strömung folgen kann, größer 1% 
beträgt.17 Darin enthalten ist eine charakteristische Zeit τ0, die gemäß (3.8) die Partikel-
dichte ρP und den -durchmesser dP mit der dynamischen Fluidviskosität μ ins Verhältnis 
setzt. Es ist ersichtlich, dass sich das Folgevermögen quadratisch mit steigendem 
Durchmesser verringert. Für eine Luftströmung (μ = 1,83∙10-5 Pa∙s; dP = D32 = 1,91 µm) 
kann die charakteristische Zeit der DEHS-Partikel zu τ0 = 1,1∙10-5 s und damit die Grenz-
frequenz zu fG(s=0,01) = 2.050 Hz abgeschätzt werden. 
 
 𝑓𝐺 =
1
2𝜋 ∙ 𝜏0
∙ √
1
(1 − 𝑠)2
− 1 (3.7) 
 
 𝜏0 =
𝜌𝑃 ∙ 𝑑𝑃
2
18 ∙ 𝜇
 (3.8) 
                                               
Mie-Parameter (I ~ xm²). Somit ließe sich die Streulichintensität durch Vergrößerung des Partikel-
durchmessers steigern. Wie jedoch die Untersuchungen zeigen, kann der Partikeldurchmesser 
durch die betrachteten Parameter (Düsenanzahl, Durchfluss etc.) nicht wesentlich beeinflusst 
werden. Zur Beeinflussung der Partikelgröße bleiben damit nur die Flüssigkeit selbst sowie eine 
Änderung des Durchmessers der Laskin-Düsen.  
17 Ist die Fluiddichte nicht zu vernachlässigen, so kann zur Berechnung der charakteristischen 
Zeit die Beziehung 𝜏0 = (𝜌𝑃 − 𝜌𝐹) ∙ 𝑑𝑃
2 (18 ∙ 𝜇)⁄  herangezogen werden [95, S. 30]. 
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Abbildung 3-13: Einfluss der Aktualisierungsrate der grafischen Anzeige (links), der Messwertanzahl 
(Mitte) und der Düsen-Reynolds-Zahl (rechts) auf die Datenrate 
Neben den Eigenschaften der Streulichtteilchen im Fluid und der Strömung selbst oder 
der Leistungsfähigkeit des Computersystems ist die Abtastfrequenz entscheidend von 
dem elektronischen Aufbau und der Wahl geeigneter analoger und digitaler Parameter 
abhängig. Voraussetzung für das zugrundeliegende Burst-Signal ist das Durchqueren 
des Messvolumens von einem Partikel und dessen Detektion, was als die sog. Datenrate 
vor Validierung fs,V bezeichnet wird. Anschließend wird das Burst-Signal einer Prüfung 
unterzogen, der sog. Validierung, und als gültiger Messwert gespeichert oder gelöscht, 
was durch die sog. Validierungsrate beschrieben ist. Das resultierende Signal ergibt das 
Messsignal, dessen Abtastfrequenz als sog. Datenrate bezeichnet wird.  
Die Detektion und somit die Datenrate vor Validierung wird maßgeblich durch die Leis-
tungsfähigkeit und Einstellung des Messgerätes beeinflusst. Dazu werden die Parameter 
Laserleistung, Spannung des Photomultipliers (PM) und Verstärkung untersucht (siehe 
Abschnitt 7.7.1), welche einen direkten Einfluss auf das Analog-Signal des Controllers 
bewirken. Weiter wird der Einfluss der Eingangsspannung der Messkarte und des sog. 
Trigger-Levels (siehe Abschnitt 7.7.2) sowie der sog. Sample-Anzahl (siehe Abschnitt 
7.7.3) untersucht, welche als Parameter für das digitale Signal zur Berechnung der 
Doppler-Frequenz fungieren. Darüber hinaus werden die Validierungskriterien betrach-
tet (siehe Abschnitt 7.7.4), wozu das Amplitudenverhältnis (Amp1/Amp2) und der Schwel-
lenwert zählen.  
Aus diesen Beobachtungen lässt sich folgendes Vorgehen zur Verbesserung der Daten-
rate ableiten. Zunächst sollten eine möglichst hohe Aktualisierungsrate und eine zweck-
dienliche Messwertanzahl21 gewählt werden. Weiter sollte bei festgelegter Reynolds-
Zahl eine optimale Partikelkonzentration (Verhältnis von Partikel- zu Gesamt-Volumen-
strom) ermittelt werden. Danach kann mit der Verbesserung der LDA-Messung fortge-
fahren werden, wobei zuerst die physikalischen und analogen Parameter (Laser-Leis-
tung, PM-Spannung, Filter, Verstärkung), danach die digitalen Parameter (Eingangs-
                                               
21 Für Messungen der statistischen Momente ist eine Mindest-Messwertanzahl notwendig, die im 
Bereich von einigen Tausend Messwerten liegt, vgl. Abschnitt 3.3.1. Dazu ist keine Maximierung 
der Datenrate notwendig, eher im Gegenteil birgt die Unterschreitung der Beobachtungszeit TB 
Nachteile hinsichtlich der statistischen Aussagekraft. Für Messungen zu den spektralen Eigen-
schaften einer Strömung wird hingegen die Maximierung der Datenrate notwendig, was durch 
den zu untersuchenden Frequenzbereich bestimmt ist. Außerdem erfordert die dazu notwendige 
Fourier-Transformation ebenfalls eine hohe Messwertanzahl von über 50.000, um die Genauig-
keit zu verbessern und Fehler wie Fenstereffekte o.ä. zu vermeiden. Außerdem erfordert das 
angewendete Verfahren (siehe Abschnitt 3.4.3) besonders bei geringeren Datenraten eine Mess-
wertanzahl von größer 105, um zuverlässig höhere Frequenzbereiche auflösen zu können. 
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Abbildung 3-15: Zeitlicher Verlauf der Axialgeschwindigkeit u(t) (links) und das zugehörige Frequenz-
spektrum (rechts) in der Scherschicht eines turbulenten Freistrahls22 
Bei Messung einer Geschwindigkeitskomponente in einer turbulenten Strömung, bspw. 
der Axialkomponente u mittels LDA, stellt sich das Signal als Funktion der Zeit u = u(t) 
dar. Es lässt sich mit Hilfe einer Zeitmittelung, der sog. Reynolds-Mittelung, gemäß 
(3.19) durch seinen Mittelwert U gemäß (3.37) und den Schwankungsanteil uꞌ beschrei-
ben. Mit Hilfe der Schwankungen ergibt sich eine weitere elementare Größe, der sog. 
Turbulenzgrad Tu, gemäß (3.20), der das Verhältnis der Schwankungen zum Mittelwert 
eines Geschwindigkeit-Zeit-Signals angibt (vgl. dazu nachfolgenden Abschnitt).  
 
 𝑢(𝑡) =  𝑈 + 𝑢′ (3.19)  
𝑇𝑢𝑥 =
(
1
3𝑢
′2̅̅ ̅̅ )
1/2
𝑈
 
(3.20) 
 
Bei der Interpretation einer Messung ist es wichtig, den Charakter der Strömung zu be-
achten. Denn neben der Turbulenz kann es aufgrund von Schwankungen der Hauptströ-
mung (engl.: mean flow) ebenfalls zu einem zeitabhängigen Geschwindigkeitssignal 
kommen. Dieser Effekt wird als sog. instationäre Strömung bezeichnet, man denke z.B. 
an die Karmansche Wirbelstraße im Nachlauf eines quer angeströmten Zylinders. Der-
artige Strömungen sind jedoch von einer laminaren Charakteristik – im Sinne einer ge-
richteten Strömung – geprägt, d.h. die Geschwindigkeitsschwankungen verhalten sich 
nicht stochastisch und räumlich, sondern weisen eine ausgeprägte Richtungsabhängig-
keit und Periodizität auf. Damit wird klar, dass zur tiefergehenden Analyse die Betrach-
tung der statistischen Momente (Mittelwert, Varianz) nicht ausreichend ist, da sowohl 
turbulente als auch instationäre Strömungen eine Varianz größer Null aufweisen. Dazu 
eignet sich vielmehr eine Analyse im Frequenzraum, mit deren Hilfe bspw. eine periodi-
sche Schwankung in der Strömung oder ein turbulentes Spektrum nachgewiesen wer-
den kann. 
                                               
22 Messung der Axialgeschwindigkeit u mittels Hitzdraht-Anemometrie (HDA) in der Kernströ-
mung an der Position x/d = 3 und r/d = 6 bei Red = 40.000. Die Messungen wurden am Lehrstuhl 
für Strömungsmechanik (LSTM) der Friedrich Alexander Universität Erlangen-Nürnberg (FAU) 
unter Förderung durch die Deutsche Forschungsgemeinschaft (DFG, Tr 194/9 und Mu 1117/1) 
durchgeführt. Die Messdaten wurden über eine Internetseite (http://ldvproc.nambis.de/data/frei-
data.html, Zugriff: 31. Mai 2015) zur Verfügung gestellt [181]. 
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Turbulenzgrad 
Der Turbulenzgrad Tu einer Strömung ist gemäß (3.21) als die Summe der quadrati-
schen Mittel gemäß (3.38) der Geschwindigkeitsschwankungen im Verhältnis zu einer 
Referenzgeschwindigkeit Uref definiert. Unter Beachtung der Beziehung (4.32) kann der 
Turbulenzgrad auch mit Hilfe der turbulenten kinetischen Energie gemäß (3.22) berech-
net werden [33, S. 475].  
 
 𝑇𝑢 ≡
(
1
3𝑢′𝑖𝑢′𝑖
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)
1/2
𝑈𝑟𝑒𝑓
 (3.21)  𝑇𝑢 =
√2
3𝑘
𝑈𝑟𝑒𝑓
 (3.22) 
 
Somit kann der Turbulenzgrad gemäß (3.23) auch als Summe seiner Komponenten in 
den drei Raumrichtungen aufgefasst werden, so dass sich seine einzelnen Komponen-
ten gemäß (3.24) berechnen lassen. 
 
 
 
𝑇𝑢𝑖 =
√𝑢𝑖
′2̅̅ ̅̅ 3⁄
𝑈𝑟𝑒𝑓
 (3.24) 
 
Häufig werden die Längs- und Querfluktuationen auch als Spannungen interpretiert und 
mit Hilfe der Düsengeschwindigkeit UJ gemäß (3.25) normiert.  
 
 
𝑢′2̅̅ ̅̅
𝑈𝐽
2 
𝑣′2̅̅ ̅̅
𝑈𝐽
2 
𝑢′𝑣′̅̅ ̅̅ ̅
𝑈𝐽
2  (3.25) 
 
Der Einfachheit halber wird im Text und den Grafiken der vorliegenden Arbeit der Balken 
als Notation der Mittelung weggelassen und der Ausdruck auf der jeweiligen rechten 
Seite von (3.26) gebraucht. 
 
 𝑢′2̅̅ ̅̅ ≡ 𝑢′𝑢′ = 𝑢′2 𝑣′2̅̅ ̅̅ ≡ 𝑣′𝑣′ = 𝑣′2 𝑢′𝑣′̅̅ ̅̅ ̅ ≡ 𝑢′𝑣′ (3.26) 
Energiespektrum 
Ein grundlegendes Charakteristikum einer turbulenten Strömung bildet die Leistungs-
spektraldichte der Fluktuationen, beispielhaft in Abbildung 3-15 rechts dargestellt.23 Es 
erlaubt zum einen Einblicke in die Physik der Turbulenz, bspw. die Erklärung des Ener-
gietransports von großen zu kleinen Skalen. Zum anderen weist es eine typische Form 
auf, anhand dessen sich turbulente Strömungen charakterisieren und von instationären 
                                               
23 Häufig wird auch der Begriff Energiespektrum gebraucht, wobei zu beachten ist, dass nicht die 
gesamte kinetische Energie gemäß (4.28), sondern nur die der Fluktuationen gemäß (4.31) be-
rücksichtigt werden, bspw. die der Längsfluktuationen uꞌ [33, S. 549]. 
 𝑇𝑢2 = 𝑇𝑢𝑥
2 + 𝑇𝑢𝑦
2 + 𝑇𝑢𝑧
2 (3.23) 
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Strömungen unterscheiden lassen. Der Energietransport in einer turbulenten Strömung 
kann anschaulich anhand der Energiekaskade nachvollzogen werden. Auf den großen 
Skalen einer mittleren Strömung mit der charakteristischen Abmessung L und Geschwin-
digkeit U entstehen aufgrund von Instabilität große turbulente Wirbelstrukturen (engl.: 
large eddys), die ihre Energie aus der mittleren Strömung entnehmen. Durch Geschwin-
digkeitsgradienten in der Strömung werden die Wirbelstrukturen gedehnt, das sog. vor-
tex stretching (engl.). Fortgesetzt entstehen nun Wirbelstrukturen kleinerer Größe, wel-
che ihre Energie wiederum aus den größeren Wirbelstrukturen beziehen und ebenfalls 
durch diese gedehnt werden. Dieser Prozess setzt sich bis hin zu kleinsten Wirbelstruk-
turen fort und hat einen stetigen Abfall des Energieinhaltes zur Folge, was zum Begriff 
der Energiekaskade führt. Auf den kleinsten Skalen, den. sog. Kolmogorov-Skalen, wird 
die kinetische Energie der Strömung in Wärme dissipiert, wobei die Reynolds-Zahl der 
kleinsten Skalen den Wert 1 beträgt (3.27). Damit beschreibt die Energiekaskade den 
Gleichgewichtsprozess zwischen der Produktion von turbulenter kinetischer Energie auf 
den großen Skalen (Re) und der Dissipation derselben auf den kleinsten Skalen (Rek) 
einer turbulenten Strömung. Der Kaskadenbereich erstreckt sich über einen großen Ska-
lenbereich (Re ≈ Rel >> Rek), wobei auf großen Skalen der Einfluss der Trägheit gegen-
über der Zähigkeit überwiegt, aber mit zunehmender Wellenzahl stetig an Einfluss ver-
liert.  
In diesem Sinne wird ein turbulentes Spektrum in drei Bereiche unterteilt. Das Energie-
spektrum beginnt bei kleinen Wellenzahlen, was gemäß (3.28) niedrigen Frequenzen 
entspricht, mit dem sog. energiereichen Bereich (engl.: energy containing range). Hier 
wachsen die Wirbelstrukturen quadratisch mit der Wellenzahl bis zu einem Maximum. 
Danach folgt der Kaskadenbereich (engl.: internal subrange), wo die Größe der Wirbel-
strukturen exponentiell mit -5/3 abnimmt. Danach geht das Spektrum in den Dissipati-
onsbereich (engl.: dissipation range oder viscous range) über. 
 
 𝑅𝑒𝑘 =
𝑙𝑘 ∙ 𝑢𝑘
𝜈
= 1 (3.27)  𝜅 =
2𝜋
𝑈𝑟𝑒𝑓
𝑓 (3.28) 
 
Zur Untersuchung der Strömungseigenschaften im Frequenzbereich kann die Frequenz 
auch mit Hilfe der sog. Strouhal-Zahl gemäß (3.29) durch eine charakteristische Länge 
und eine Referenzgeschwindigkeit entdimensioniert werden. 
 
 𝑆𝑟 =
𝐿𝑐ℎ𝑎𝑟
𝑈𝑟𝑒𝑓
𝑓 (3.29) 
 
Im Zusammenhang mit der Strömungsmessung sind zwei Erkenntnisse von Bedeutung. 
Zum einen kann das Verhältnis der kleinsten zu größten Skalen mit Hilfe der Reynolds-
Zahl der Strömung gemäß (3.30) abgeschätzt werden [116, S. 21]. Zum anderen ist ge-
mäß (3.31) die Wellenzahl, bei der die kinetische Energie dissipiert wird, von der Grö-
ßenordnung der kleinesten Wirbelstrukturen abhängig [116, S. 259], was sich bei ent-
sprechender Normierung des Energiespektrums nachweisen lässt [13, S. 235]. Durch 
Einsetzten von (3.30) und (3.31) in (3.28) kann ein Ausdruck zur Berechnung der maxi-
malen Frequenz in einer turbulenten Strömung auf Basis der Re-Zahl und einer charak-
teristischen Länge gewonnen werden (3.32). 
 

 66 
 
(3.19) das Geschwindigkeitssignal um den Mittelwert (uꞌi = ui – U), so ergibt die rechte 
Seite von (3.38), das sog. quadratische Mittel. Daraus ergibt sich die Standardabwei-
chung mit Hilfe der Quadratwurzel, wofür der Begriff root mean square (engl., rms) mit 
urms = σ(u) gebräuchlich ist. Man beachte zur Vereinfachung der Notation (3.26). 
 
 𝑈 = 𝜇(𝑢) =
1
𝑛
∑𝑢𝑖
𝑛
𝑖=1
 (3.37) 
 
 𝑢′2̅̅ ̅̅ = 𝜎2(𝑢) =
1
𝑛 − 1
∑(𝑢𝑖 − 𝑈)
2
𝑛
𝑖=1
=
1
𝑛 − 1
∑(𝑢𝑖
′)2
𝑛
𝑖=1
 (3.38) 
 
Die zur Strömungsmessung angewendete LDA weist die Besonderheit auf, dass die 
Messung eine nicht-äquidistante Zeitreihe liefert. Dies hat hauptsächlich zwei Gründe: 
Zum einen wird das Spannungssignal des Photomultipliers elektronisch aufbereitet und 
digital ausgewertet. Dabei kann es zu einer Selektion aufgrund einer nichtausreichenden 
Signalstärke oder -qualität kommen, eine nicht-äquidistante Zeitreihe mit einer Signal-
beeinflussung wäre die Folge. Zum anderen passieren – bei angenommener räumlicher 
Gleichverteilung der Partikel – bei höheren Strömungsgeschwindigkeiten im selben Zeit-
raum mehr Partikel das Messvolumen als bei niedrigeren Geschwindigkeiten. Somit ist 
die LDA-Messung stochastisch abhängig und es kann für die resultierende Zeitreihe 
nicht mehr die Eigenschaft einer zufälligen Stichprobe angenommen werden [118, S. 
791 ff.]. Würde man auf eine solche Zeitreihe ein gleichgewogenes bzw. quadratisches 
Mittel anwenden, so würde sich der damit geschätzte Mittelwert hin zu höheren Ge-
schwindigkeiten verlagern [109, S. 545]. Dieser Effekt wird als Geschwindigkeitsbias 
bzw. kurz als Bias bezeichnet.  
Der Geschwindigkeitsbias wurde im Zusammenhang mit der LDA-Strömungsmessung 
erstmals von [119] ausführlich untersucht. In [120] wurde gezeigt, dass der Bias vom 
Turbulenzgrad der Strömung, der Datenrate und der Partikelrate abhängt. Für sehr hohe 
Datenraten und unter Anwendung des sog. free-running processor (engl.) wurde zur Be-
rechnung des Bias-Faktors die Formel β1 = Tux2 experimentell nachgewiesen. Für die 
Scherschicht von Strahlströmungen im düsennahen Bereich (x/d < 20), wo Turbulenz-
grade von Tux < 15 % zu erwarten sind, ergibt sich danach eine Abweichung zum wah-
ren Mittelwert von β1 < 2,3 %. In der achsnahen Strahlströmung im düsennahen Bereich 
herrschen Turbulenzgrade kleiner 10 %, wofür sich Abweichungen kleiner 1 % ergege-
ben, was vernachlässigbar ist. Dem gegenüber sind im selbstähnlichen Bereich 
(x/d > 25) Turbulenzgrade von Tu ≈ 30 % entlang der Strahlachse zu erwarten. Dies 
zieht eine Abweichung zum wahren Mittelwert von β1 ≈ 9 % nach sich, was nicht mehr 
zu vernachlässigen ist.  
Dem Bias kann entgegengetreten werden, in dem man eine Gewichtung der statisti-
schen Momente gemäß (3.39) und (3.40) vornimmt [121, S. 442 f.]. Dazu sind in [109, 
S. 547] und [122, S. 87 f.] grundsätzliche Möglichkeiten wie die Geschwindigkeits-, An-
kunftszeit- und Transitzeitgewichtung beschrieben. Für die Ankunftszeitgewichtung er-
geben sich deutliche Abweichungen des Schätzwertes vom wahren Wert [121, S. 448]. 
Zu beachten ist dabei der Hinweis, dass diese Gewichtungsmethode nur bei sehr hohen 
Datenraten anzuwenden sei [95, S. 33]. Dazu kann die Datendichte herangezogen wer-
den, wofür gezeigt wurde, dass ab einer Datendichte größer 5 ein ausreichend kleiner 
Fehler erreicht werden kann [109, S. 551]. Als genauste Gewichtungsmethode gilt die 
Transitzeitgewichtung [121, S. 450]. Allerdings werden die dafür notwendigen Daten 
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quenz- oder Spektralanalyse angewendet werden, wobei die Erläuterungen des folgen-
den Abschnittes auf Angaben aus [118] und [127] beruhen.25 Da die Frequenzanalyse in 
der Strömungsmechanik bzw. in der Turbulenzforschung eine tragende Rolle einnimmt, 
sollen im Folgenden die darauf bezogenen Zusammenhänge und die angewendete Me-
thodik erläutert werden. Dazu wird auf die Ausführungen in [13, S. 229 ff.], [33, S. 548 
ff.], [109], [116, S. 262] und [128, S. 85 ff.] zurückgegriffen. Es ist klar, dass eine voll-
ständige Abhandlung im Rahmen der vorliegenden Arbeit nicht erfolgen kann, es geht 
vielmehr um die Darstellung der wichtigsten Zusammenhänge, um dem Leser ein bes-
seres Verständnis der Arbeit zu ermöglichen. 
Grundlagen zur Spektralanalyse 
Die grundlegenden Größen stellen die AKF gemäß (3.35) und der zugehörige Autokor-
relationskoeffizient (AKK) gemäß (3.34) dar. Diese beinhalten Informationen über die 
Struktur der Turbulenz oder die Periodizität eines Geschwindigkeit-Zeit-Signals und sind 
zur Bestimmung des integralen Zeitmaßes TI (3.33) sowie der PSD notwendig. Dabei ist 
das sog. Wiener-Chintschin-Theorem zu beachten, das besagt: „Das Leistungsspektrum 
ist die FOURIER-Transformierte der Autokorrelationsfunktion.“ [127, S. 28] Die prakti-
sche Bedeutung liegt darin, dass beide Größen die gleiche Information beinhalten. So 
können bspw. „versteckte“ Periodizitäten durch die AKF im Zeitbereich und ebenso 
durch die PSD im Frequenzbereich sichtbar gemacht werden. 
Zur Anwendung der AKF und PSD auf ein Geschwindigkeit-Zeit-Signal, das mittels LDA 
gemessen worden ist und im Folgenden kurz als Zeitsignal bezeichnet wird, müssen 
dessen spezielle Eigenschaften berücksichtigt werden. Wie bereits erwähnt, stellt sich 
das Zeitsignal als zeitdiskret mit einer nicht-äquidistanten (zufälligen)26 Abtastfrequenz 
dar und unterliegt ebenso dem Geschwindigkeitsbias, vgl. Abschnitt 3.4.2. Daneben sind 
im Zeitsignal Anteile aufgrund des Rauschens, der Turbulenz oder der instationären 
Strömung enthalten. Treten diese oberhalb der sog. Nyquist-Frequenz fN gemäß (3.42) 
auf, kann dies ohne entsprechende Tiefpass-Filterung zu einem Überlappungseffekt im 
Leistungsspektrum, dem sog. Aliasing27 (engl.) führen [129, S. 92 f.].  
                                               
25 Die Frequenzanalyse zufallsgesteuerter Prozesse ist ein gut dokumentiertes Werkzeug, dass 
in verschiedensten ingenieurtechnischen Gebieten zur Anwendung kommt. Daher wird im Rah-
men dieser Arbeit nur auf die wichtigsten angewendeten Formeln eingegangen. Darüber hinaus 
sei auf die einschlägige Fachliteratur verwiesen: Eine Einführung in das Thema mit anschaulichen 
Herleitungen ist bspw. in [127] gegeben, die Anwendung auf Schwingungsprobleme und einige 
anschauliche Darstellungen sind in [179, S. 373 ff.] zu finden. Weiter ist die Anwendung auf Ex-
perimente und die Bedeutung für die Versuchsauswertung sehr anschaulich in [129, S. 81 ff.] 
dargestellt, wobei dem Experimentator durch einfache nachvollziehbare Beispielrechnungen die 
Anwendung des Formelapparates gut veranschaulicht wird. Eine zusammengefasste Darstellung 
ist in (Bronstein, et al., 2001 S. 950 ff.) zu finden. 
26 In vielen Publikationen wird die Abtastrate der LDA-Messung als zufällig bezeichnet. Es sei an 
dieser Stelle darauf hingewiesen, dass dies eine vereinfachte Sichtweise der physikalischen Si-
tuation darstellt, die eine Vielzahl von Abläufen (bspw. örtliche Partikelrate, örtliche Turbulenz, 
optische Gegebenheiten, analoge/digitale Messdatenauswertung) beinhaltet, um eine handhab-
barere Situation im mathematischen Sinne zu erreichen. 
27 Als Alaising wird ein Überlappungs- oder Spiegelungseffekt im Leistungsspektrum eines Sig-
nals bezeichnet, der auftritt, wenn Frequenzanteile höher der Nyquist-Frequenz vor der Fourier-
Transformation nicht gefiltert werden [179, S. 146], [129, S. 93]. Dann werden diese Frequenzan-
teile um die Nyquist-Frequenz gespiegelt und täuschen so niedrigere Frequenzanteile vor. Dies 
führt bei der Analyse von turbulenten Strömungen i.d.R. dazu, dass die Leistungsanteile der Zeit-
signale unterhalb der Grenzfrequenz erhöht gegenüber der wahren Leistung berechnet werden. 
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Eine fundamentale Bedeutung bei der Abtastung von Signalen kommt dem sog. Nyquist-
Shannon-Abtasttheorem zu, welches auf die Veröffentlichungen von Harry Nyquist [130] 
und Claude Elwood Shannon [131] zurückgeht. Das Abtasttheorem besagt, dass gemäß 
(3.42) die höchste durch Fourier-Transformation darstellbare Frequenz kleiner der hal-
ben Abtastfrequenz fT ist. Diese Grenzfrequenz wird als Nyquist-Frequenz bezeichnet. 
 
 𝑓𝑁 <
𝑓𝑇
2
 (3.42) 
 
Diese Besonderheiten machten die Entwicklung geeigneter Methoden erforderlich, wel-
che in [109, S. 552 ff.] und [132, S. 1092 f.] diskutiert werden. Grundsätzlich kann dabei 
in die direkte und indirekte Spektrum-Abschätzung unterschieden werden. Bei der direk-
ten Methode wird das Spektrum durch FOURIER-Transformation direkt aus dem Zeit-
signal berechnet. Bei den indirekten Methoden wird hingegen zuerst die Autokorrelati-
onsfunktion berechnet und danach die Leistungsspektraldichte durch FOURIER-Trans-
formation aus der AKF gewonnen. Im Wesentlichen existieren dafür 2 Verfahren, zum 
einen die sog. Slotting Techniken (engl.) und zum anderen die Rekonstruktionsmetho-
den. Als Rekonstruktionsvorschrift kommt meist ein Verfahren 0. Ordnung, die sog. 
sample-and-hold Methode (engl., S+H) zur Anwendung, was in Kombination mit einem 
Korrekturverfahren, dem sog. Refinement (engl.), sehr gute Schätzwerte der AKF und 
PSD liefert, Abbildung 3-16. Nachfolgend wird kurz auf die Anforderungen und Eigen-
schaften der Methoden und danach auf den mathematischen Apparat der Rekonstrukti-
onsmethode eingegangen. 
 
 
Abbildung 3-16: Schema zur Spektralanalyse von LDA-Strömungsmessungen mittels S+H mit Refine-
ment, übertragen aus [132, S. 1092] 
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Ziel der Frequenzanalyse ist es, etwaige instationäre Phänomene zu identifizieren. Denn 
im Allgemeinen können die untersuchten Strahlströmungen als turbulent eingeschätzt 
werden. Aufgrund der stationären Randbedingung wäre mit der angewendeten Simula-
tionsmethodik ebenfalls eine stationäre Lösung zu erwarten. Allerdings können die meis-
ten Konfigurationen nur instationär gelöst werden, wobei sich zwei Ergebnisse zeigen: 
Entweder konvergiert die Lösung gegen einen stationären Zustand, oder es resultiert 
eine instationäre Lösung. Ursache für Letzteres wäre entweder, dass groß-skalige tur-
bulente Strukturen räumlich und zeitlich aufgelöst werden oder dass instationäre 
Schwankungen berechnet werden. Damit kann der interessierende Bereich des Fre-
quenzspektrums auf die großen Skalen eingeschränkt werden, d.h. auf Strukturen bei 
geringen Frequenzen im energieerzeugenden Bereich.  
Des Weiteren kann die Anforderung an die Genauigkeit des Berechnungsverfahrens ein-
geschränkt werden. Denn turbulente und instationäre Spektren weisen spezifische Cha-
rakteristiken auf. Eine turbulente Strömung weist einen kontinuierlichen Verlauf des 
Spektrums mit monotoner Leistungsabnahme bis hin zu den kleinsten Skalen auf, vgl. 
Abbildung 3-15 rechts. Im Gegensatz dazu weist eine instationäre Strömung eine deut-
liche Leistungsspitze (sog. Peak, engl.) im Spektrum auf, wodurch die dominante Fre-
quenz der periodischen Schwankung gekennzeichnet ist. Dabei kann das Grundspekt-
rum ebenfalls turbulenten Charakter aufweisen, bspw. wie bei Strömungen stromab ei-
ner scharfen Kante. Deshalb kommt es weniger auf eine genaue Schätzung des Spekt-
rums an, als vielmehr auf die Identifikation etwaiger Leistungsspitzen. 
Eigenschaften und Eignung verschiedener Ansätze 
Zur grundsätzlichen Eignung der Verfahren sei zunächst der Nachlauf eines quer ange-
strömten Zylinders betrachtet. Aufgrund der periodischen Wirbelablösung stellt sich da-
bei eine instationäre Strömung ein. Ist die Datenrate ausreichend hoch28, können mittels 
der S+H das Spektrum sowie die dominante Frequenz gut aufgelöst werden [133, S. 7]. 
Dabei betrug die Reynolds-Zahl bezogen auf den Zylinderdurchmesser Re = 8.600 und 
die dominante Frequenz fdom ≈ 900 Hz. Die mittlere Datenrate betrug fs = 94 kHz, so 
dass sich der sog. particle-rate cut-off (engl.) gemäß (3.44) zu fc = 15 kHz ergibt. 
In [134, S. 6] wurde ebenfalls die Nachlaufströmung eines Zylinders untersucht. Dabei 
war die Reynolds-Zahl mit Re = 12.000 etwas größer. Es ergab sich eine dominate Fre-
quenz bei fdom = 1 kHz. Die Datenrate war mit fs = 4 kHz jedoch erheblich geringer. Somit 
ist auch der particle-rate cut-off mit fc = 637 Hz wesentlich kleiner und befindet sich un-
terhalb der dominaten Frequenz (f/fc ≈ 2/3). Trotzdem kann mittels S+H die Lage der 
Leistungsspitze, d.h. die Position der dominanten Frequenz im Spektrum, korrekt be-
rechnet werden. Allerdings kann die harmonische Frequenz bei f = 2 kHz nicht mehr auf-
gelöst werden. Zur Verbesserung der S+H wurde in [135, S. 501 f.] ein Korrekturverfah-
ren vorgeschlagen, das bereits erwähnte Refinement, welches im Folgenden kurz als 
S+H mit Refinement bezeichnet wird. Durch dessen Anwendung kann die Form der do-
minanten Frequenz und die Position der harmonischen Frequenz korrekt aufgelöst wer-
den. Außerdem kann das Spektrum bis rund zum 5-fachen des particle-rate cut-off kor-
rekt berechnet werden. Des Weiteren ist darin dieselbe Strömung bei einer Datenrate 
von fs = 400 Hz untersucht (fc = 64 Hz), wobei die Anwendung der S+H-Methode ohne 
Korrekturverfahren versagt. Allerdings kann mit Hilfe der S+H mit Refinement sowohl die 
dominante Frequenz als auch die Harmonische korrekt abgeschätzt werden und das 
Spektrum bis zum 40-fachen des particle-rate cut-off aufgelöst werden.  
                                               
28 Als Richtwerte sollte die Datenrate das 20-fache der interessierenden Frequenz betragen [123, 
S. 26]. Andere Untersuchungen zeigen, dass bereits ab dem 10-fachen gute Ergebnisse resultie-
ren können. 
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Ein weiteres aufschlussreiches Beispiel ist mit der Untersuchung einer instationären 
drall-behaften Strömung in [135, S. 508] gegeben. Mit Hilfe der S+H können ebenfalls 
Frequenzbereiche nahe des particle-rate cut-off aufgelöst werden. Allerdings können 
Frequenzen oberhalb des particle-rate cut-off nur durch Anwendung des Korrekturver-
fahrens berechnet werden. Dazu sei erwähnt, dass die Slotting-Methode (vgl. [132] und 
[136]) ähnlich gute Ergebnisse wie die S+H mit Refinement ergibt [134, S. 6]. Jedoch 
haben beide gemein, dass die Varianz des PSD-Schätzwertes bei Frequenzen weit 
oberhalb des particle-rate cut-off stark zunimmt und das Spektrum dominiert. Dieser Ef-
fekt ist für die S+H mit Refinement schon aus vorangegangen Untersuchungen bekannt 
[137], worin auch der verstärkende Einfluss einer geringen Datenmenge N des Zeitsig-
nals aufgezeigt wurde.  
Des Weiteren wurde in [135, S. 502 ff.] die Rausch-Sensitivität bei der Spektral-Abschät-
zung untersucht und eine Korrektur zur Rausch-Unterdrückung vorgestellt. Denn ein 
weiterer Schwachpunkt ist, dass beide Verfahren das Spektrum nur im Energie-produ-
zierenden Bereich und Kaskakdenbereich auflösen können und ab dem Übergang zum 
Dissipationsbereich einen starken Rausch-Einfluss aufweisen, der das Spektrum im Dis-
sipationsbereich dominiert. Dieser Effekt wird durch eine geringe Datenrate verstärkt, so 
dass der Rausch-Einfluss das Spektrum bereits im Kaskadenbereich dominieren kann. 
Durch die Rausch-Korrektur verbessert sich das Ergebnis beider Verfahren signifikant. 
Bei der Slotting-Methode fällt die Reduzierung der Varianz auf, jedoch kann das Spekt-
rum im Dissipationsbereich nicht mehr aufgelöst werden, dort dominiert das Rauschen. 
Dem gegenüber kann mittels S+H mit Refinement bei entsprechend hoher Datenrate 
das Spektrum bis in den Dissipationsbereich aufgelöst werden, was ebenso bei einem 
Zeitsignal mit hohem Rausch-Anteil gelingt. 
Im Vergleich zur Slotting-Methode und S+H mit Refinement weist die direkte Berechnung 
der PSD eine erheblich größere Varianz über das gesamte Spektrum auf [135, S. 507]. 
In [133] wurde für die direkte Methode ein Verfahren zur Rausch-Korrektur vorgestellt, 
für das eine deutliche Verbesserung nachgewiesen werden kann. Allerdings ist keine 
allgemeingültige Aussage möglich, da sich am Beispiel der Spektren im selbstähnlichen 
Bereich des Freistrahls bzw. im Nachlauf der Zylinderumströmung eine Sensitivität bzgl. 
der Strömung bzw. der Turbulenzstruktur erkennen lässt. Wie bei der Slotting-Methode, 
kann für die direkte Methode mit Rauschkorrektur eine Auflösung des Spektrums nur im 
Kaskadenbereich nachgewiesen werden.  
Es kann zusammengefasst werden, dass sich die S+H-Methode zur Auflösung von Leis-
tungsspitzen im Bereich des particle-rate cut-off eignet, ggf. auch bei Frequenzen, die 
leicht darüberliegen. Zur Auflösung höher Frequenzbereiche im Spektrum ist die Anwen-
dung eines Korrekturverfahrens notwendig. Dieses in Kombination mit einer Rausch-
Korrektur bietet bei ausreichender Partikelrate sogar die Möglichkeit, das Spektrum bis 
in den Dissipationsbereich aufzulösen. Damit eignet sich die Rekonstruktionsmethode in 
Hinblick auf die angestrebte Untersuchung instationärer Phänomene. Für die Anwen-
dung der Rekonstruktionsmethode wird das Programm kern genutzt, vgl. Anhang 7.8.29 
Rekonstruktionsverfahren 
Die in der vorliegenden Arbeit angewendete Rekonstruktionsmethode erfolgt im Wesent-
lichen in drei Schritten, vgl. Abbildung 3-16: Rekonstruktion des Zeitsignals (1), Berech-
                                               
29 Das Programm kern wird von Herr Dr.-Ing. habil. Holger Nobach (Max-Planck Institut für Dyna-
mik und Selbstorganisation, Göttingen) über eine Internetseite (http://ldvproc.nambis.de/pro-
grams/kern.html, letzter Zugriff: 15.Nov.2015) zur Verfügung gestellt.  
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nung des Schätzwertes der AKF und ggf. Anwendung des Korrekturverfahrens (2), Be-
rechnung des Schätzwertes des PSD (3). Der nachfolgende Abschnitt sowie die darge-
stellten Formeln basieren auf den Ausführungen in [135]. 
(1) Zur Rekonstruktion wurde ein Verfahren 0. Ordnung, die sog. sample-and-hold Me-
thode (engl., S+H), angewendet, wobei das äquidistant abgetastete Zeitsignal mit einer 
mittleren Abtastrate fr gemäß (3.43) äquidistant wiederabgetastet wird [135, S. 500]. Da-
rin steht der Index r für die Wiederabtastung (engl.: resampling) und N gibt die Länge 
des Zeitsignals an. 
 
 𝑢𝑟;𝑗 = 𝑢𝑟 (
𝑗
𝑓𝑟
)                         𝑗 = 0,… , 𝑁 (3.43) 
 
Für die S+H-Methode ist aufgrund der Datenrate fS ein Tiefpass-Filtereffekt bekannt 
(sog. particle-rate filter effect, engl.), der ab einer Grenzfrequenz, dem sog. particle-rate 
cut-off (engl.) fc gemäß (3.44), auf das Spektrum wirkt [123, S. 23]. Dieser kann als Äqui-
valent zur Nyquist-Frequenz bei äquidistant abgetasteten Signalen gesehen und auf den 
Informationsverlust durch die Haltephasen der Signalrekonstruktion zurückgeführt wer-
den. In [123, S. 23 f.] ist gezeigt, dass die S+H einem Rauschen aufgrund der Wieder-
abtastung (sog. step noise, engl.) Sn unterliegt, das dem Geschwindigkeitsspektrum ad-
diert wird, und mit zunehmender Datenrate aufgrund fS-3 verschwindet. Es kann mit Hilfe 
der Varianz der Fluktuationen σ2(u), der Datenrate fS und der Taylor-Mikroskalen Tλ ge-
mäß (3.45) näherungsweise bestimmt werden. Zudem unterliegt die S+H dem zuvor be-
schriebenen Bias, vgl. Abschnitt 3.4.3. 
 
 𝑓𝑐 = 𝑓𝑠 2𝜋⁄  (3.44) 
 
 
𝑆𝑛(𝜔) ≈
2 ∙ 𝜎2(𝑢)
𝑇𝜆
2 ∙ 𝑓𝑠
3 (1 +
𝜔2
𝑓𝑠
2)
 
(3.45) 
 
Zur Rekonstruktion können auch Verfahren höherer Ordnung angewendet werden, wozu 
in [132, S. 1095 ff.] einige Ergebnisse dokumentiert sind: Bei geringen Datenraten kann 
durch eine lineare Approximation eine um bis zu 30 % geringere Varianz des Schätz-
wertes errreicht werden. Der step-noise tritt jedoch unabhängig von der Rekonstrukti-
onsvorschrift auf, es ändert sich nur der Filter-Charakter, weshalb eine lineare Approxi-
mation ein Turbulenz-ähnliches Spektrum liefert. Allerdings erlaubt nur die S+H die Im-
plementierung des in [135, S. 501] vorgestellten einfachen FIR-Filters (3.46) zur Korrek-
tur der Interpolationsfehler bei der Berechnung des Schätzwertes der AKF (Refinement).  
 
 𝑐 =
𝑒?̇?
(1 − 𝑒−?̇?)2
 (3.46) 
 
(2) Die Berechnung des Schätzwertes der AKF erfolgt i.d.R. mit vorgeschalteter Tief-
pass-Filterung gemäß (3.47). Darin gibt K die Anzahl der Zeitschritte in der AKF an, so 
dass sich die Länge der AKF aus K/fr ergibt. Bei Anwendung des Korrekturverfahrens 
(Refinement) erhält man durch eine Transformation im Zeitbereich mit (3.48) ein lineares 
Gleichungssystem für die modifizierte AKF (Index m), dass numerisch gelöst werden 
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kann [137]. Damit kann die Berechnung des Schätzwertes der modifizierten AKF gemäß 
(3.49) erfolgen.  
 
 𝑅𝑟;𝑘 = ∑ 𝑢𝑟;𝑗𝑢𝑟;𝑗+𝑘                                         𝑘 = 0,… , 𝐾 − 1
𝐽−𝐾
𝑗=0
 (3.47) 
 
 𝑅𝑚;𝑘 = ℳ−1𝑅𝑟;𝑘 (3.48) 
 
 𝑅𝑚;𝑘 = {
𝑅𝑟;0                                                               𝑓ü𝑟 𝑘 = 0                  
(2𝑐 + 1)𝑅𝑟;𝑘 − 𝑐(𝑅𝑟;𝑘−1 + 𝑅𝑟;𝑘+1)      𝑓ü𝑟 𝑘 = 1,… , 𝐾 − 2
 (3.49) 
 
(3) Die Berechnung des Schätzwertes der PSD erfolgt durch die Diskrete-FOURIER-
Transformation (engl.: discrete-FOURIER-Transform, DFT) der AKF gemäß (3.50) und 
bei Anwendung des Korrekturverfahrens gemäß (3.51).30 
 
 𝑆𝑟;𝑗 =
1
𝑓𝑠
∑ 𝑅𝑟;𝑘 ∙ 𝑒
−2𝜋𝑖
𝑗𝑘
2𝐾−1                       𝑘 = 0,… ,2𝐾 − 2
2𝐾−2
𝑗=0
 (3.50) 
 
 𝑆𝑚;𝑗 =
1
𝑓𝑠
∑ 𝑅𝑚;𝑘 ∙ 𝑒
−2𝜋𝑖
𝑗𝑘
2𝐾−3                       𝑘 = 0,… ,2𝐾 − 4
2𝐾−4
𝑗=0
 (3.51) 
 
Muss das Zeitsignal durch Hochpass-Filterung von niederfrequenten Anteilen bereinigt 
werden, so kann eine Ensemble-Mittelung vor der Rekonstruktion (1) durchgeführt wer-
den [132, S. 99 f.]. Dabei sollte die Länge der Ensembleblöcke deutlich größer als das 
integrale Zeitmaß der Strömung sein, als Erfahrungswert gilt 10·TI. Bei einer gegebenen 
Signallänge mit N Messwerten hat eine Steigerung der Blocklänge jedoch eine Reduzie-
rung der Blockanzahl zur Folge, was wiederum eine Steigerung der Varianz der AKF 
und PSD bewirkt. Um einen Einfluss der Blocklänge auf die Varianz zu vermeiden, sollte 
als Erfahrungswert mindestens eine Blockanzahl von 102 Blöcken je Signal gewährleistet 
werden. Ab 103 Blöcken ist ein Einluss i.d.R. kaum mehr feststellbar. Zur Berechnung 
der Ensemble-Mittelwerte gemäß (3.39) wird eine Ankunftszeitgewichtung zur Vermei-
dung des Geschwindigkeitsbias durchgeführt, anschließend werden die Schwankungs-
anteile der Geschwindigkeit berechnet.  
                                               
30 Denkbar ist auch die Anwendung der schnellen FOURIER-Transf. (engl.: Fast-FOURIER-
Transform, FFT), die eine numerisch besonders günstige Ausführungsvorschrift der DFT darstellt, 
wobei das Zeitsignal bzw. die AKF 2p äquidistante Stützstellen aufweisen muss [118, S. 951]. 
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Peak, wobei vor allem die niederfrequenten Leistungsanteile und der Leistungsinhalt des 
Peaks korrigiert werden, siehe zweite Kurvenschar von rechts in Abbildung 3-18. Im hö-
herfrequenten Bereich steigt die Varianz des Schätzwertes, dominiert ab ungefähr dem 
10-fachen des particle-rate cut-off das Spektrum und verhindert so eine belastbare Aus-
sage bei höheren Frequenzen. Durch Anwendung einer Rausch-Korrektur (engl.: model 
based variance estimation, mbv) nach [139] kann die Varianz über den gesamten Fre-
quenzbereich signifikant reduziert werden. Zusätzlich kann der Schätzwert im Übergang 
zum Dissipationsbereich korrigiert werden, wodurch sich bei der S+H ein turbulenzähn-
licher Verlauf ergibt. Mit Hilfe der variablen Fenster-Technik (engl.: variable windowing, 
vw) nach [140] kann das Spektrum geglättet werden. Bei Anwendung der S+H kann so 
der Informationsgehalt nochmals verbessert werden. Bei Anwendung der S+H mit Refi-
nement kann der Informationsgehalt im niederfrequenten Bereich bis etwa dem 2-fachen 
des particle-rate cut-off gesteigert werden. Im hochfrequenten Bereich ergibt sich auf-
grund der dominierenden Varianz keine wesentliche Verbesserung. 
 
  
  
Abbildung 3-17: Vergleich der experimentellen Ergebnisse zum Freistrahl anhand des Profils der Axialge-
schwindigkeit (links) und der Längsfluktuationen (rechts) entlang der Strahlachse (oben) und quer zur 
Strahlachse (unten, x/d = 100); LDA bei Red = 104; Panchapakesan bei Red = 11.000, Werte aus [19] über-
tragen 
 
Zur Instabilität der düsennahen Freistrahlströmung existieren zahlreiche Untersuchun-
gen, vgl. [141]. Die in [5, S. 60, 66 und 70 f.] zusammengetragenen Strömungsvisuali-
sierungen veranschaulichen die einzelnen Stadien: das Aufrollen der Wirbelringe, die 
sinusförmigen Störungen, die Instabilität der Wirbelringe und schließlich die Transition 
zur Turbulenz. In der Untersuchung von [21, S. 108] wird das Spektrum eines Freistrahls 
aus einer Düsen- und einer Rohrmündung bei einer Reynolds-Zahl von Red = 16.000 
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verglichen. Dabei können für die Düsenausströmung groß-skalige turbulente Strukturen 
mit einer dominanten Frequenz von rund 500 Hz nachgewiesen werden. Dies entspricht 
nach Entdimensionierung mit dem Düsendurchmesser d und der Austrittsgeschwindig-
keit UJ gemäß (3.29) einer Strouhal-Zahl von Sr = 0,4. Bei gleicher Reynolds-Zahl kann 
für die zuvor beschriebene Freistrahl-Konfiguration mit Düsenausströmung ebenfalls ein 
Spektrum mit lokalem Maximum bei Sr = 0,37 gemessen werden, Abbildung 3-19. Das 
Spektrum stellt sich in einem Bereich von 0,2 < Sr < 0,6 etwas breitbandiger dar und 
weist im niederfrequenten Bereich auf einen höheren Energieinhalt der Strömung hin. 
Die Abweichungen zu den Ergebnissen von Mi lassen sich dadurch erklären, dass trotz 
gleicher Düsenkontraktion bei den Versuchen von Mi ein schärferes Mündungsprofil im 
Düsenquerschnitt erreicht wurde, was breitbandigere Wirbelstrukturen mit periodische-
rer Charakteristik und so ein schmalbandigeres Maximum bewirkt.31 Darüber hinaus deu-
ten die Messungen von Mi auf eine Strömung mit einer weniger stark ausgebildeten Tur-
bulenz hin, da der Kaskadenbereich deutlich steiler als bei der vorliegenden Messung 
verläuft. 
 
Abbildung 3-18: Geschwindigkeitsspektrum in der Scherschicht eines Freistrahls bei Red = 104 
                                               
31 Wie in [21, S. 107] gezeigt, würde ein ausgebildetes voll-turbulentes Rohrprofil (Lauflänge 
L/d = 72) zu einer breiten turbulenten Scherschicht in der Düsenmündung führen, was ein Aufrol-
len der Scherschicht verhindert und ein kontinuierliches Spektrum ohne Leistungsspitze in der 
düsennahen Scherschicht bewirkt. Im Gegensatz dazu bewirkt eine Düse ein scharfes Mün-
dungsprofil mit schmaler laminarer Scherschicht. Diese wird in Mündungsnähe instabil, verur-
sacht ein Aufrollen und somit groß-skalige Wirbelstrukturen mit periodischer Charakteristik. Durch 
derartige Wirbelstrukturen wird ein schmalbandiges Maximum der PSD hervorgerufen, und es 
kann angenommen werden, dass ein schmalbandigeres Maximum auf eine stärkere Periodizität 
der Wirbelstrukturen hinweist.  


 79 
 
 
 
Abbildung 3-21: Vergleich der experimentellen Ergebnisse anhand des Profils der Axialgeschwindigkeit 
(linke Spalte) und der axialen Normalspannungen (rechte Spalte) quer zur Strahlachse an den Positionen 
x/d = 0,5 (untere Reihe), x/d = 2,5 (2. Reihe von unten), x/d = 5 (2. Reihe von oben), x/d = 7 (obere 
Reihe); LDA bei Red = 104; Gould bei Red = 56.000, Werte aus [41] übertragen   
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Strömungen können mit Hilfe einer Zeitmittelung, der sog. Reynolds-Mittelung (3.19), 
daraus die zeitgemittelten Gleichungen gewonnen werden. Dies sind die Kontinuitäts-
gleichung gemäß (4.1) sowie die Impulsgleichungen gemäß (4.2), welche als RANS-
Gleichungen bezeichnet werden. Man beachte zur Vereinfachung der Notation (3.26). 
 
 
𝜕𝜌
𝜕𝑡
+
𝜕(𝜌𝑈𝑖)
𝜕𝑥𝑖
= 0 (4.1) 
 
 
𝜕𝑈𝑖
𝜕𝑡
+ 𝑈𝑗
𝜕𝑈𝑖
𝜕𝑥𝑗
=
1
𝜌
[−
𝜕?̅?
𝜕𝑥𝑖
+
𝜕
𝜕𝑥𝑗
(𝜇
𝜕𝑈𝑖
𝜕𝑥𝑗
− 𝜌𝑢𝑖
′𝑢𝑗
′̅̅ ̅̅ ̅̅ )] (4.2) 
 
Aufgrund der Turbulenz wird in der Strömung eine zusätzliche Zähigkeit hervorgerufen, 
welche als turbulente Scheinreibung bezeichnet wird. Diese tritt in den RANS-Gleichun-
gen als turbulenter Spannungstensor neben dem viskosen Spannungstensor der mole-
kularen Reibung auf. Mit Hilfe der Boussinesq-Approximation können diese zusätzlichen 
turbulenten Reibungskräfte  analog zur viskosen Fluidreibung  mittels der sog. turbu-
lenten Viskosität μt (auch als Wirbelviskosität bezeichnet, engl. eddy viscosity) gemäß 
(4.3) modelliert werden [117, S. 106], wonach sich die Normal- und Schubspannungen 
zu (4.4) bis (4.9) ergeben. 
 
 −𝜌 ∙ 𝑢𝑖′𝑢𝑗′̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2 (𝜇𝑡𝑆𝑖𝑗 −
𝑘
3
𝛿𝑖𝑗) = 𝜏𝑖𝑗 (4.3) 
 
 −𝑢′2 =
𝜇𝑡
𝜌
(2
𝜕𝑈
𝜕𝑥
) −
2
3
𝑘 (4.4)  −𝑢′𝑣′ =
𝜇𝑡
𝜌
(
𝜕𝑈
𝜕𝑦
+
𝜕𝑉
𝜕𝑥
) (4.5) 
 
 −𝑣′2 =
𝜇𝑡
𝜌
(2
𝜕𝑉
𝜕𝑦
) −
2
3
𝑘 (4.6)  −𝑢′𝑤′ =
𝜇𝑡
𝜌
(
𝜕𝑈
𝜕𝑧
+
𝜕𝑊
𝜕𝑥
) (4.7) 
 
 −𝑤′2 =
𝜇𝑡
𝜌
(2
𝜕𝑊
𝜕𝑧
) −
2
3
𝑘 (4.8)  −𝑣′𝑤′ =
𝜇𝑡
𝜌
(
𝜕𝑉
𝜕𝑧
+
𝜕𝑊
𝜕𝑦
) (4.9) 
 
Der darin enthaltene Deformationstensor Sij kann gemäß (4.10) berechnet werden [108, 
S. 119]. Der zweite Term auf der rechten Seite enthält das Kronecker-Delta gemäß 
(4.11). Dieser Term wird nötig, da gemäß (4.31) für die turbulenten Fluktuationen 
−𝑢𝑖
′𝑢𝑖
′̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2𝑘 gilt. Jedoch entspricht die Spur des Deformationstensors der Divergenz des 
Geschwindigkeitsvektors gemäß (4.1) und wird somit zu Null. Ohne den zweiten Term 
würde die Boussinesq-Approximation daher die physikalische Definition der turbulenten 
kinetischen Energie k verletzen.  
 
 𝑆𝑖𝑗 =
1
2
(
𝜕𝑈𝑖
𝜕𝑥𝑗
+
𝜕𝑈𝑗
𝜕𝑥𝑖
) (4.10)  𝛿𝑖𝑗 ≡ {
1    𝑓ü𝑟 𝑖 = 𝑗
0    𝑓ü𝑟 𝑖 ≠ 𝑗
 (4.11) 
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 𝐸(𝑥 , 𝑡) ≡
1
2
?⃗? (𝑥 , 𝑡) ∙ ?⃗? (𝑥 , 𝑡) (4.28) 
 
 𝐸(𝑥 , 𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = ?̅?(𝑥 , 𝑡) + 𝑘(𝑥 , 𝑡) (4.29) 
 
 ?̅?(𝑥 , 𝑡) ≡
1
2
?⃗? (𝑥 , 𝑡) ∙ ?⃗? (𝑥 , 𝑡) (4.30) 
 
 𝑘(𝑥 , 𝑡) ≡
1
2
𝑢′⃗⃗  ⃗(𝑥 , 𝑡) ∙ 𝑢′⃗⃗  ⃗(𝑥 , 𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =
1
2
𝑢′𝑖(𝑥 , 𝑡)𝑢′𝑖(𝑥 , 𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (4.31) 
 
 𝑘 =
1
2
(𝑢′2̅̅ ̅̅ + 𝑣′2̅̅ ̅̅ + 𝑤′2̅̅ ̅̅̅) = 𝑘𝑥 + 𝑘𝑦 + 𝑘𝑧 (4.32) 
 
Grundlage des RANS-Ansatzes ist die Reynolds-Mittelung (3.19), wobei das Geschwin-
digkeitsfeld einer Strömung als Summe des Mittelwertes und Schwankungswertes auf-
gefasst wird. Analog dazu kann auch das instationäre Geschwindigkeitsfeld einer 
URANS-Simulation als Summe des Mittelwertes und Schwankungswertes aufgefasst 
werden (4.33). Dabei ist jedoch zu beachten, dass es sich um die durch die Simulation 
aufgelösten Schwankungen des mittleren Strömungsfeldes handelt, weshalb der Index 
r für „resolved“ (engl.) verwendet wird. Des Weiteren kann für eine URANS-Simulation 
die kinetische Energie der mittleren Strömung (4.34) als Skalarprodukt des mittleren Ge-
schwindigkeitsvektors definiert werden.  
 
 𝑢𝑟 = 𝑈𝑟 + 𝑢𝑟′ (4.33) 
 
 𝐸𝑈𝑅𝐴𝑁𝑆̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ≡
1
2
𝑈𝑟⃗⃗ ⃗⃗ ∙ 𝑈𝑟⃗⃗ ⃗⃗  (4.34) 
 
Bei Anwendung des RANS-Ansatzes wird zur Berechnung der turbulenten kinetischen 
Energie zusätzlich zu den aufgelösten Schwankungen der mittleren Strömung die Be-
rücksichtigung der modellierten turbulenten Schwankungen notwendig. Im Falle einer 
URANS-Simulation ist nach [147, S. 18] die turbulente kinetische Energie als Summe 
beider Anteile aufzufassen (4.35), wozu der Index m für „modeled“ (engl.) verwendet 
wird. Analog zur allgemeinen Definition (4.32) sind die aufgelösten Schwankungen der 
mittleren Strömung als Summe der Normalspannungen aufzufassen (4.36). Die model-
lierte turbulente kinetische Energie wird über die Transportgleichung (4.13) berechnet 
und kann der Simulation direkt entnommen werden. In der vorliegenden Arbeit ist zum 
Vergleich von Simulation und Messung die Betrachtung einzelner Geschwindigkeitskom-
ponenten notwendig. Dazu kann die modellierte turbulente kinetische Energie (4.37) als 
Summe der modellierten Normalspannungen gemäß (4.4) bis (4.9) aufgefasst werden. 
Damit ergibt sich für URANS-Simulationen die turbulente kinetische Energie als Summe 
der modellierten und aufgelösten Normalspannungen gemäß (4.38).  
 
 𝑘𝑈𝑅𝐴𝑁𝑆 = 𝑘𝑟 + 𝑘𝑚 (4.35) 
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 𝑘𝑟 =
1
2
(𝑢𝑟′2̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑣𝑟′2̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑤𝑟′2̅̅ ̅̅ ̅̅ ) (4.36) 
 
 𝑘𝑚 =
1
2
(𝑢𝑚′2̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝑣𝑚′2̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝑤𝑚′2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) (4.37) 
 
 𝑘𝑈𝑅𝐴𝑁𝑆 =
1
2
(𝑢𝑟′2̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑢𝑚′2̅̅ ̅̅ ̅̅ ) +
1
2
(𝑣𝑟′2̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑣𝑚′2̅̅ ̅̅ ̅̅ ) +
1
2
(𝑤𝑟′2̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝑤𝑚′2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) (4.38) 
 
Der Vollständigkeit halber soll in diesem Zusammenhang kurz auch auf die Behandlung 
einer LDA-Messung eingegangen werden. Analog zur allgemeinen Definition kann ein 
Geschwindigkeitssignal in dessen Mittelwert und Schwankungswert gemäß (3.19) auf-
geteilt, die kinetische Energie als Skalarprodukt des zeitgemittelten Geschwindigkeits-
vektors (4.39) und die turbulente kinetische Energie als Summe der Normalspannungen 
(4.40) betrachtet werden. Dabei gilt es, die Besonderheiten bei der Behandlung nicht-
äquidistanter Signale zu beachten, vgl. Abschnitt 3.4. 
 𝐸𝐿𝐷𝐴̅̅ ̅̅ ̅̅ ≡
1
2
?⃗? ∙ ?⃗?  (4.39) 
 
 𝑘𝐿𝐷𝐴 =
1
2
(𝑢′2̅̅ ̅̅ + 𝑣′2̅̅ ̅̅ + 𝑤′2̅̅ ̅̅̅) (4.40) 
 
Zur Normierung und Vergleichbarkeit verschiedener Strömungen kann der Turbulenz-
grad gemäß (3.22) bzw. dessen x-Komponente gemäß (3.24) herangezogen werden. 
Da in der vorliegenden Arbeit die Messung der Axialgeschwindigkeitskomponente mit-
tels LDA vorgenommen wird, kann mit (4.38) und (4.40) die x-Komponente des Turbu-
lenzgrades für das Experiment gemäß (4.41) und für die Simulation gemäß (4.42) abge-
leitet werden. 
 𝑇𝑢𝑥,𝐿𝐷𝐴
2 =
1
3𝑢′
2̅̅ ̅̅
𝑈𝑟𝑒𝑓
2 (4.41) 
 
 𝑇𝑢𝑥,𝑈𝑅𝐴𝑁𝑆
2 =
1
3 (𝑢𝑟′
2̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑢𝑚′2̅̅ ̅̅ ̅̅ )
𝑈𝑟𝑒𝑓
2  (4.42) 
 
Es ist ersichtlich, dass der Faktor 1/3 sowohl bei der Normierung der LDA- als auch der 
URANS-Normalspannungen auftritt und eine lineare Skalierung darstellt.34 Darüber hin-
aus käme dieser Faktor nur bei Betrachtungen zu homogener isotroper Turbulenz zum 
Tragen, was für die Vergleiche in der vorliegenden Arbeit nicht relevant ist. Zudem wurde 
                                               
34 Es sei darauf hingewiesen, dass sich auch in der einschlägigen Fachliteratur unterschiedliche 
Angaben zum Turbulenzgrad finden. So ist bspw. in [33, S. 475], [12, S. 50] und [117, S. 41] der 
Turbulenzgrad gemäß (3.22) angegeben, während in [109, S. 341] die Normierung der Normal-
spannungen in x-Richtung (x-Komponente des Turbulenzgrades) ohne den Faktor 1/3 angege-
ben wird. Weiter sind in [13, S. 158 ff.] sowohl die Normierung der Normalspannungen als auch 
die der turbulenten kinetischen Energie ohne den Faktor 1/3 angegeben. 
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Abbildung 4-2: Einfluss des Rechengebietes auf die Strahlgeschwindigkeit (links) und den Turbulenzgrad 
(rechts) entlang der Strahlachse (Gitter „normal“; SST-Modell; Red = 104; d = 12,8; D/d = 6,2) 
Dazu wurden folgende in der CFD geläufige Randbedingungen gewählt, vgl. [12, S. 267 
ff.]: Einlass-Randbedingung an der Düsenmündung, Wand-Randbedingung an der be-
grenzenden Rohrwand, Symmetrie-Randbedingungen an der Rohrachse und Konstant-
Druck-Randbedingung am Auslass. Die vorgegebenen Strömungsgrößen sind in Tabelle 
4-3 aufgeführt. Am Einlass wird in Näherung einer Düsenausströmung ein rechteckiges 
Geschwindigkeitsprofil mit einer Geschwindigkeit entsprechend der Düsen-Reynolds-
Zahl (2.1) aufgeprägt.39 Der Turbulenzgrad wird gemäß einer beruhigten Strömung mit 
einem Wert von Tu = 1 % angenommen und als Rechteckprofil aufgeprägt. Am Auslass 
wird ein Referenzdruck von 101.325 Pa vorgegeben, vgl. Abschnitt 3.1.  
Tabelle 4-3: Vorzugebene Größen für Randbedingung der Simulation 
Rand Variable Einheit 
Einlass u m/s 
Einlass Tu - 
Einlass k m²/s² 
Auslass p Pa 
 
Um den Einfluss der Strömungsberuhigung auf die Einlass-RB und damit auf die Stufen-
strömung abzuschätzen, wird der Einfluss des Turbulenzgrades in der Düsenmündung 
anhand einer beruhigten (Tu = 1 %) und unberuhigten Strömung (Tu = 10 %) betrachtet. 
Dabei ist im Allgemeinen zu erwarten, dass eine größere Turbulenz am Einlass eine 
stärkere Durchmischung stromabwärts bewirkt, was eine schnellere Kernauflösung und 
größere Strahlaufweitung zur Folge hat. Dieser Zusammenhang wird durch die Simula-
tion bestätigt, wobei sich über den gesamten Strahlbereich bis hin zum Beginn der 
Rohrströmung (x/d < 30) ein signifikanter Einfluss feststellen lässt, Abbildung 4-3. Dar-
aus können folgende Schlüsse für die weiteren Untersuchungen gezogen werden. Zum 
einen ist bei der späteren Validierung der Simulation auf eine möglichst genaue Abbil-
dung der Einlassbedingungen aus dem Experiment zu achten. Dies macht gleicherma-
ßen eine möglichst genaue Charakterisierung der Einlassrandbedingungen im Experi-
                                               
39 Anm.: Zum Zeitpunkt der numerischen Untersuchung, welche vor der experimentellen Unter-
suchung erfolgte, war die Ausbildung der Einlass-RB im späteren Experiment nicht genau be-
kannt. Daher wurden das Geschwindigkeitsprofil und der Turbulenzgrad gemäß einer beruhigten 
Strömung mit Düsenkontraktion im Einlassquerschnitt angenommen. 
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SST-Modell sind das k-ε Modell, das RSM mit linearem Spannungsterm sowie das v2f-
Modell verglichen. Zur Validierung dienen eigene LDA-Messungen. Es muss festgestellt 
werden, dass keines der betrachteten Modelle mit Standardeinstellungen eine zufrieden-
stellende Übereinstimmung zum Experiment liefert, Abbildung 4-6. Den besten Kompro-
miss zeigt das SST-Modell, wodurch der Übergang von der Strahl- zur Rohrströmung 
(x/d < 25) sowie die Abnahme der Turbulenzintensität im Bereich der Rohrströmung 
(x/d > 25) gut wiedergegeben werden kann. Schwächen zeigt das SST-Modell bei der 
Auflösung der Kernströmung, die im Experiment deutlich früher festgestellt wurde. Er-
wähnenswert ist, dass das v2f-Modell zwar deutliche Probleme mit der Kernauflösung 
zeigt, aber die Strahlspreizung gut wiedergeben kann, was an der nahezu parallelver-
schobenen Abnahme der Strahlgeschwindigkeit ersichtlich ist, Abbildung 4-6 links. 
 
Abbildung 4-6: Einfluss der Turbulenzmodellierung auf die Strahlgeschwindigkeit (links) und den Turbu-
lenzgrad (rechts) entlang der Strahlachse (Gitter „normal“; Red = 104; Tud = 0,01; d = 12,8; D/d = 6,2) 
Darauf aufbauend wird die Modifikation des SST-Modells untersucht, wozu die Imple-
mentierung gemäß der Softwareversion Star-CCM+® v8.02.011 angewendet wird [148, 
S. 3064 ff.]. Dies erlaubt die Anwendung verschiedener Modellansätze und -vereinfa-
chungen, aus deren Untersuchung sich folgende Modifikation des angewendeten SST-
Modells (SST mod) ergibt, Tabelle 4-5 links. Dazu sei erwähnt, dass der Einfluss einer 
sog. Low-Re Dämpfung (engl.: low Reynolds number damping modification) auf die Strö-
mung in der Strahlmitte trotz der Verwendung eines angepassten und feineren Gitters 
(„fine“) vernachlässigbar ist. Vorteile birgt die Low-Re Dämpfung nur im Bereich der 
Rohrströmung (x/d > 25). Dort ist die Auflösung der Grenzschicht und damit das wand-
nahe Geschwindigkeits- und Turbulenzprofil ausschlaggebend, was mittels Low-Re 
Dämpfung besser berechnet werden kann [155].  
Tabelle 4-5: Übersicht zu den Modelleinstellungen (links) und -koeffizienten (rechts) 
  SST SST mod 
Low-Re Damping 
Modification off off 
Curvature Correction off off 
Realizability Option DSL off 
Normal Stress Term off on 
Compressibility Correction on off 
 
   SST SST opt 
ß* 0,09 0,11 
ß2 0,0828 0,07 
σk2 1,0 3,0 
σω2 0,856 0,856 
κ 0,410 0,410 
γ 0,440 0,203 
 
 
Des Weiteren bewirkt eine Korrektur des Produktionskoeffizienten β* für kompressible 
Strömungen (engl.: compressibility correction) ebenso wie die Krümmungskorrektur des 
Produktionsterms (engl.: curvature correction) keine feststellbare Änderung, vgl. dazu 
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Abbildung 4-8: Vergleich von Simulation und Experiment anhand der Axialgeschwindigkeit (obere Zeile), 
Radialgeschwindigkeit (mittlere Zeile) und turbulenten kinetischen Energie (untere Zeile) an den Positio-
nen x/d = 2,5 (linke Spalte), x/d = 5 (mittlere Spalte) und x/d = 7 (rechte Spalte); Red = 104 und D/d = 1,9 
Ursache dafür ist die Berechnung der Normal- und Scherspannungen in der Scher-
schicht des mündungsnahen Bereiches (x/d < 2), welche durch das Standard-SST-Mo-
dell zu niedrig erfolgt, S. 97 Abbildung 4-9. Während sich stromabwärts die Simulations-
ergebnisse im äußeren Rohrbereich (r/d > 0,5) den experimentellen Ergebnissen besser 
annähern, bleiben die Defizite in der Rohrmitte (r/d < 0,5) bei den Normalspannungen 
bestehen, Abbildung 4-11. Dabei fällt auf, dass besonders die axialen Normalspannun-
gen in der Mitte (x/d = 2,5) und am Ende des Wirbelgebietes (x/d = 5) stark abweichen, 
S. 98 Abbildung 4-11 oben. Als Folge ergeben sich für die turbulente kinetische Energie 
im mündungsnahen Bereich (Abbildung 4-9 unten links) sowie stromabwärts in der Rohr-
mitte (Abbildung 4-11 unten) ähnlich geringe Werte.  
In diesem Zusammenhang sei beispielhaft auf eine Fehlinterpretation anhand der turbu-
lenten kinetischen Energie eingegangen, welche die Bedeutung der Normalspannungen 
zur Beurteilung der Modellierung aufzeigt. So ergibt sich vor und nach dem Wirbelgebiet 
(x/d = 5 und 7) für die turbulente kinetische Energie im äußeren Rohrbereich (r/d > 0,5) 
eine gute Übereinstimmung zwischen dem Standard-SST-Modell und dem Experiment, 
Abbildung 4-8 unten. Diese vermeintlich richtige Modellierung basiert jedoch auf einer 
fehlerhaften Modellierung der Normalspannungen. Denn es ergeben sich für die axialen 
Normalspannungen zu kleine und für die radialen Normalspannungen zu große Werte, 
Abbildung 4-11 obere und mittlere Reihe. 
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Abbildung 4-11: Vergleich von Simulation und Experiment anhand der axialen Normalspannungen (obere 
Zeile), radialen Normalspannungen (mittlere Zeile) und der Scherspannungen (untere Zeile) an den Posi-
tionen x/d = 2,5 (linke Spalte), x/d = 5 (mittlere Spalte) und x/d = 7 (rechte Spalte) für Re = 104 und 
D/d = 1,9 (Legende gemäß Abbildung 4-8) 
Im Detail ergibt sich durch die Modellanpassung (Bezeichnung: SST mod+opt) ein sig-
nifikanter Einfluss auf die k-Gleichung, der anhand des Profils in der Mitte des Wirbelge-
bietes (x/d = 2,5) beispielhaft diskutiert werden soll. Dazu werden die Transportterme 
der k-Gleichung gemäß (4.22) bis (4.25) in der Normierung nach (4.27) betrachtet. An-
hand der experimentellen Ergebnisse ist ersichtlich, dass der Produktionsterm gefolgt 
von dem Dissipationsterm den größten Beitrag liefert, Abbildung 4-12. Beide Terme wer-
den mit dem Standard-SST-Modell um rund 50 % zu groß berechnet, wobei zudem eine 
schmälere Scherschicht zu erkennen ist, Abbildung 4-12 rechts. Durch die Modellanpas-
sung kann der Maximalbetrag beider Terme und die Scherschichtbreite nahezu de-
ckungsgleich zum Experiment berechnet werden. Dies lässt sich bereits anhand des 
Axialgeschwindigkeitsprofils erkennen, vgl. Abbildung 4-8 oben links. Da der Produkti-
onsterm bzw. die Produktion der turbulenten kinetischen Energie durch die Scherspan-
nungen bestimmt wird, lässt sich anhand des Scherspannungsprofils ein ähnlicher Ein-
fluss durch die Modellanpassung feststellen, Abbildung 4-11 unten links. 
Aufgrund der zu geringen Konvektion und Diffusion im inneren Strahlbereich (r/R < 0,5) 
ergibt sich für das Standard-SST-Modell das grundlegende Defizit der turbulenten kine-
tischen Energie in der Strahlmitte, Abbildung 4-12 links. Durch die Modellanpassung wird 
eine Verbesserung des Konvektionsterms in der Rohrmitte bewirkt. Anhand des Diffusi-
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onsterms lässt sich trotz der Anpassung des Diffusionskoeffizienten σk2 lediglich im äu-
ßeren Rohrbereich (r/R > 0,6) eine Verbesserung beobachten, Abbildung 4-12 links un-
ten. Allerdings kann die Charakteristik der Scherschicht (0,2 < r/R < 0,5) weder für die 
Konvektion noch für die Diffusion verbessert werden, es werden zu geringe Werte be-
rechnet. Zusammengefasst kann für das SST mod+opt Modell festgehalten werden, 
dass die Erzeugung und Vernichtung (Produktion und Dissipation, Abbildung 4-12 
rechts) sehr gut modelliert wird, die Berechnung der Transportmechanismen (Konvek-
tion und Diffusion, Abbildung 4-12 links) jedoch weiterhin deutliche Abweichungen auf-
weist. Ursache dafür kann die Anisotropie der Turbulenz in der Scherschicht sein. Die 
axialen Normalspannungen uꞌ2 sind ungefähr doppelt so groß, wie die radialen Normal-
spannungen vꞌ2, Abbildung 4-11 links. Diese Eigenschaft stellt einen fundamentalen Un-
terschied zu der Modellformulierung dar, da dem SST-Modell gemäß (4.12) eine isotrope 
Wirbelviskosität zugrunde liegt. Daher ist es fraglich, ob eine Verbesserung der verblei-
benden Defizite durch weitere Parameteranpassungen erreicht werden kann. 
 
 
Abbildung 4-12: Vergleich von Simulation und Experiment an der Position x/d = 2,5 anhand des Konvek-
tionsterms (oben links), Produktionsterms (oben rechts), Diffusionsterms (unten links) und Dissipations-
terms (unten rechts) der Erhaltungsgleichung der turbulenten kinetischen Energie für Red = 104 und 
D/d = 1,9 (Legende gemäß Abbildung 4-8) 
Infolge der so vorgenommenen Modellanpassung wird die Berechnung der Normalspan-
nungen in der mündungsnahen Scherschicht deutlich verbessert, Abbildung 4-9 oben. 
So ergibt sich auch eine erheblich bessere Vorhersage der turbulenten kinetischen Ener-
gie, wobei es die im Vergleich zum Experiment niedrigeren axialen bzw. höheren radia-
len Normalspannungen zu beachten gilt, Abbildung 4-9 unten links. Außerdem verbes-
sert sich die Berechnung der Scherspannungen (auch als turbulente Schubspannungen 
bezeichnet), Abbildung 4-9 unten rechts. Ähnlich den Normalspannungen wird die 
Strahlseite sehr gut vorhergesagt, lediglich auf der Wirbelgebietsseite ergeben sich 
leichte Abweichungen. Im mündungsnahen Bereich lässt sich stromabwärts eine deut-
lich verbesserte Berechnung der Normal- und Scherspannungen feststellen, Abbildung 
4-11. Allerdings muss festgehalten werden, dass trotz der Modellanpassung die axialen 
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verfeinertes Gitter eingesetzt, Abbildung 4-15 oben. Dieses setzt sich aus insgesamt 
sechs Verfeinerungszonen zusammen, welche im Strahlbereich eine Spreizung in einem 
Winkel von 6° zur Strahlachse aufweisen, Abbildung 4-15 oben und unten links. Gegen-
über dem begrenzten Strahl ist das Gitter im Bereich der Düse durch eine ringförmige 
Verfeinerungszone optimiert, Abbildung 4-15 unten rechts. Darüber hinaus ist die Auflö-
sung der Wandgrenzschicht durch Steigerung der Prism-Layer Vernetzung verbessert, 
so dass die Simulation bei dem Gitter „normal“ einen dimensionslosen Wandabstand 
von y+ < 5 aufweist, vgl. dazu [149, S. 352 f.]. Im Wandbereich des Rezirkulationswirbels 
wird auf eine lokale Verfeinerung verzichtet, weil daduch bei der Simulation des begren-
zen Strahls keine signifikante Verbesserung festzustellen ist. 
 
             
Abbildung 4-15: Schnittdarstellung zum lokal verfeinerten Gitter des Strahlbündels (Gitter „normal“), 
oben: gesamtes Netz, unten links: Auschnitt der Verfeinerungszonen der Strahlen, unten rechts: Ausschnitt 
der mündungsnahen Verfeinerungszone 
Zur Untersuchung der Gitter-Sensitivität sind die 3 Gitter „coarse“, „normal“ und „fine“ 
verglichen, wobei die Kantenlänge der Zellen jeweils halbiert ist, Tabelle 4-6. Für die 
instationären Simulationen zum Strahlbündel ist eine konstante Courant-Zahl gemäß 
(4.46) zu gewährleisten, d.h. ein gleichbleibendes Verhältnis von zeitlicher zu räumlicher 
Auflösung. Deshalb geht mit jeder Gitterverfeinerung Δx eine Steigerung der zeitlichen 
Auflösung Δt einher, wobei jeweils ein Faktor 2 angewendet wird. 
 𝑐 = 𝑢
∆𝑡
∆𝑥
 (4.46) 
 
Durch die gleichzeitige Steigerung der räumlichen und zeitlichen Auflösung ergibt sich 
je Verfeinerung eine Steigerung des Rechenaufwandes (vgl. Fußnote 40) um den Faktor 
 103 
 
12,5, so dass eine Aufwand-Nutzen-Betrachtung im Rahmen einer Gitter-Studie notwen-
dig wird. Diese ist mit Blick auf eine umfangreichere numerische Untersuchung verschie-
dener Strahlbündel-Geometrien sogar unabdingbar, will man eine Menge von rund 60 
Konfigurationen in einem vertretbaren Zeit- und Kostenrahmen untersuchen. 
Tabelle 4-6: Eigenschaften und Rechenaufwand der numerischen 3D-Gitter des Strahlbündels 
Gitter coarse normal fine 
Zellanzahl 104.525 643.245 4.038.045 
Zeitschritt [10-4 s] 4 2 1 
Rechenaufwand 0,6% 8% 100% 
Gitter-Sensitivität 
Zur Bewertung der Gitter-Sensitivität werden verschiedene Variablen entlang der Strahl-
achse des zentrischen Strahls (Strahl 1) betrachtet, Abbildung 4-16. Im mündungsnahen 
Bereich für x/d < 12 wird die Lösung durch die Gitterauflösung dominiert. Dabei wird eine 
sog. Gitter-Konvergenz ersichtlich, d.h. die Variablen konvergieren mit zunehmender 
Verfeinerung gegen eine gitterunabhängige Lösung. Dies wird besonders anhand der 
aufgelösten Längsfluktuationen bzw. der turbulenten kinetischen Energie deutlich, da 
erst mit dem Gitter „normal“ die Auflösung der Kernströmung gelingt, Abbildung 4-16 
unten. Das Druckfeld unterscheidet sich vom Geschwindigkeitsfeld dahingehend, dass 
sich die Richtung der gitterunabhängigen Lösung bei etwa x/d = 6 ändert, was letzlich 
eine abschnittsweise Betrachtung erfordert. Denn stromaufwärts (x/d < 6) nehmen die 
Druckwerte mit steigender Verfeinerung zu, während stromabwärts die Druckwerte bzw. 
das Druckminimum mit steigender Verfeinerung abnehmen, Abbildung 4-16 oben rechts. 
Mit weiter zunehmender Lauflänge (x/d > 12) sind kaum noch Unterschiede feststellbar. 
 
 
Abbildung 4-16: Einfluss der Gitterauflösung auf die mittlere Geschwindigkeit (links oben), den mittleren 
statischen Druck (rechts oben), die aufgelösten Geschwindigkeitsschwankungen (links unten), die mittlere 
turbulente kinetische Energie (rechts unten) entlang der Achse des zentrischen Strahls (SST-Modell, 
Red = 104; Tud = 0,01; D/d = 37,6; A/d = 4,3; d = 2,1 mm) 
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Darüber hinaus ist anhand der Radialprofile zu beobachten, dass das Geschwindigkeits-
feld nur eine geringfügige Gitter-Sensitivität aufweist, wohingegen das Druckfeld einem 
deutlicheren Einfluss unterliegt, Abbildung 4-17. Weiter kann für das Druckfeld festge-
halten werden, dass sich mit steigender Gitterauflösung der Druck über den gesamten 
Querschnitt reduziert, wenngleich der Strahlbereich (r/d < 0,5 bei x/d = 10) besonders 
stark beeinflusst ist, Abbildung 4-17 links unten. 
 
 
Abbildung 4-17: Einfluss der Gitterauflösung auf die mittlere Geschwindigkeit (oben) und den mittleren 
statischen Druck (unten) anhand der Radialprofile an den Stellen x/d = 10 (links) und x/d = 40 (rechts) 
Diskretisierungsfehler 
An dieser Stelle soll die eher qualitative Bewertung der Gitter-Sensitivität durch die Be-
rechnung des Diskretisierungsfehlers untermauert werden. Dazu werden die zuvor be-
trachteten Axial- und Radialprofile des Geschwindigkeits- und Druckfeldes untersucht. 
Zur Abschätzung des Diskretisierungsfehlers ϵh,1 wird nach [149, S. 402] die sog. 
Richardson-Extrapolation gemäß (4.47) angewandt. Darin gibt der Faktor r die Gitterver-
feinerung (r = 2, da Zellgröße halbiert wird) und die Variable ϕi den betrachteten Wert 
(Geschwindigkeit oder Druck) auf dem i-ten Gitter an, wobei der Index 1 für das feinste 
und der Index 3 für das gröbste Gitter steht. Der Parameter p gibt die Ordnung der 
Fehlerreduktion an und kann gemäß (4.49) berechnet werden. 
 𝜖ℎ,1 ≈
𝜙1 − 𝜙2
𝑟𝑝 − 1
 (4.47) 
 
 𝜖ℎ,2 ≈ 𝜖ℎ,1 ∙ 𝑟𝑝 (4.48) 
 
 𝑝 =
log (
𝜙2 − 𝜙3
𝜙1 − 𝜙2
)
log 𝑟
 (4.49) 
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Voraussetzung für eine genaue Abschätzung des Diskretisierungsfehlers sind Berech-
nungen, die eine monotone Konvergenz gegen die gitterunabhängige Lösung aufwei-
sen. Diese Bedingung kann für die betrachteten Variablen und Profile nicht durchgängig 
gewährleistet werden. Als Ursache dafür kann lt. [149, S. 402] eine komplizierte Model-
lierung in Frage kommen, bspw. das hier angewendete SST-Modell. Dennoch lässt sich 
in Abschnitten der Diskretisierungsfehler bestimmen. So kann im mündungsnahen Be-
reich der Fehler der Axialgeschwindigkeit mit kleiner 5 % abgeschätzt werden, während 
sich weiter stromabwärts für den statischen Druck ein Fehler kleiner 9 % ergibt, Abbil-
dung 4-18 links oben. Für die Radialprofile lässt sich der Diskretisierungsfehler nur an-
hand des statischen Druckes abschätzen. Dieser ergibt sich im mündungsnahen Bereich 
zu kleiner 8 % und stromabwärts zu kleiner 3 %, Abbildung 4-18 rechts oben.  
Nach [12, S. 303] kann der Diskretisierungsfehler für das nächstgröbere Gitter „normal“, 
welches für die numerischen Untersuchungen in Abschnitt 5.2 angewendet wird, gemäß 
(4.48) abgeschätzt werden. Dieser weist eine ähnliche Charakteristik auf und beträgt an 
seinen Maxima ungefähr das 1,5- bis 2,5-fache vom Diskretisierungsfehler des Gitters 
„fine“, Abbildung 4-18 unten. 
 
 
Abbildung 4-18: Abschätzung des Diskretisierungsfehlers für das Gitter „fine“ (oben) und das Gitter „nor-
mal“ (unten) anhand der Axial- (links) und Radialprofile (rechts) 
Zeitdiskretisierung 
Neben der räumlichen Diskretisierung ist bei instationären Problemen die Zeitdiskretisie-
rung ein ebenso wichtiger Faktor. Um deren Einfluss zu untersuchen, wurde der Zeit-
schritt durch Verdopplung zwischen Δt = 5∙10-5 bis 8∙10-4 s variiert, wobei das Gitter „nor-
mal“ verwendet wurde. Dabei zeigen die Mittelwerte der Axialgeschwindigkeit und des 
statischen Druckes eine sehr geringe Abhängigkeit gegenüber der Größe des Zeitschrit-
tes. Gleiches gilt auch für die Standardabweichung der Geschwindigkeits- und Druck-
schwankungen, Abbildung 4-19. Auf letztere nimmt weit stromab der Mündung (x/d > 20) 
der Einfluss der Zeitdiskretisierung zu, wobei aber eine Konvergenz gegen eine zeit-
schrittunabhängige Lösung ersichtlich wird. Im Vergleich zum Einfluss der räumlichen 
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Diskretisierung (vgl. Abbildung 4-16), wo die Sensitivität der Lösung besonders im mün-
dungsnahen Bereich groß ist, lässt sich ein sehr geringer Einfluss der Zeitdiskretisierung 
feststellen.  
 
Abbildung 4-19: Einfluss der Zeitschrittweite Δt auf die aufgelösten Geschwindigkeits- (links) und Druck-
schwankungen (rechts) entlang der Achse des zentrischen Strahls (Parameter siehe Abbildung 4-16) 
Instationäre Lösung 
Bei Anwendung des SST-Modells werden aufgrund des RANS-Ansatzes und der Bous-
sinesq-Approximation die Reynoldsspannungen und damit die turbulenten Fluktuationen 
modelliert. Somit kann das turbulente Spektrum per se nicht abgebildet werden. Bei An-
wendung auf ein instationäres Problem, was einer instationären Lösung der RANS-Glei-
chungen (URANS) entspricht, wird aufgrund der Zeit-Terme der Impulsgleichungen (4.2) 
ein gewisser spektraler Bereich der Strömung direkt berechnet. Dessen Auflösung ist im 
Wesentlichen durch die räumliche und zeitliche Diskretisierung, d.h. durch die Gitter-
weite Δx und die Zeitschrittweite Δt, bestimmt.41 Aufgrund dessen wird zur Auflösung 
einer Schwingung i.d.R. eine deutlich größere Abtastfrequenz erforderlich als nach dem 
Shannon-Nyquist-Abtasttheorem notwendig ist. Die Abtastfrequenz entspricht bei der 
CFD-Simulation der reziproken Zeitschrittweite Δt der äußeren Iterationen. Als Erfah-
rungswert kann für die Abtastfrequenz ungefähr der 10- bis 20-fache Wert der aufzulö-
senden Frequenz angenommen werden.  
Die Eignung des URANS-Ansatzes zur Berechnung instationärer Lösungen wurde an-
hand verschiedener Strömungen nachgewiesen. Ein bekanntes Beispiel stellt die perio-
dische Wirbelablösung nach einem quer angeströmten Zylinder dar. Dazu wird von [156] 
und [157] für verschiedene Turbulenzmodelle und Reynolds-Zahlen (Red = 20.000 und 
3.900) gezeigt, dass sich sowohl die dominante Frequenz der Wirbelablösung als auch 
integrale Größen, wie der Widerstands- und Auftriebsbeiwert, in guter Näherung zu ex-
perimentellen Ergebnissen berechnen lassen. Ähnliches wird von [147], [158] und [159] 
für den Nachlauf hinter stumpfen Körpern mit scharfkantiger Abrißkante gezeigt 
(Red = 21.000, 16.000 und 35.000). Anhand der abgelösten instationären Strömung an 
Tragflügeln wurde durch [160] eine erfolgreiche Anwendung des URANS-Ansatzes 
nachgewiesen.  
In stärkerem Bezug zu den Strahlproblemen der vorliegenden Arbeit stehen die Unter-
suchungen von [53] und [54] zu drallbehafteten Stufenströmungen (Red = 30.000 und 
                                               
41Allerdings ist dabei zu beachten, dass sich im Experiment das Spektrum aus einer tatsächlich 
vorhandenen turbulenten Strömung ergibt und dabei der Wechselwirkung zwischen den klein-
skaligen turbulenten Wirbelstrukturen (engl.: eddys) und den groß-skaligen instationären Wirbeln 
(engl.: vortex) unterliegt. Durch das angewendete SST-Modell werden jedoch sowohl die turbu-
lenten Wirbelstrukturen als auch die Wechselwirkung modelliert. 
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105). In [53, S. 99] wurde anhand der Strouhal-Zahl gezeigt, dass mittels URANS-Ansatz 
die dominante Frequenz des schraubenförmigen Wirbelkerns (engl.: vortex core) in guter 
Näherung zu experimentellen Daten berechnet werden kann. Dazu kann aus [54, S. 11] 
entnommen werden, dass die niederfrequenten Oszillationen des Wirbelkerns eine ge-
ringe Gitter-Sensitivität aufweisen. Von besonderem Interesse ist die numerische Unter-
suchung von [161] zu einem umströmten Strahl bei Red = 11.600, der durch Queranströ-
mung zum Pendeln angeregt wird. Dazu werden verschiedene Turbulenzmodelle (k-ε 
und RS) untersucht, wobei die Ergebnisse anhand der gitterunabhängigen Lösungen 
gegenübergestellt sind, so dass die Ergebnisunterschiede nicht dem Diskretisierungs-
fehler unterliegen, sondern hauptsächlich auf die Modellierungsansätze zurückzuführen 
sind. Weiter wird gezeigt, dass die Strömungstopologien und damit auch die Spektren, 
die mittels der k-ε Modelle berechnet wurden, die experimentellen Beobachtungen gut 
annähern. Jedoch wird aufgrund der zu hohen Diffusion, was ein bekanntes Defizit des 
k-ε Modells ist, ein zu starker Wirbelzerfall berechnet. Im Vergleich dazu liefert das RS-
Modell komplexe Oszillationen, die nicht durch das Experiment bestätigt werden können, 
wofür numerische Artefakte als Ursache zu vermuten sind.  
Die zuvor dargestellten Untersuchungen beschränken sich auf die Berechnung perio-
disch instationärer Lösungen mit niederfrequenten dominanten Frequenzen. Daraus 
folgt, dass die Skalen der instationären Strömung viel größer sind als die der turbulenten 
Strukturen. Diese wiederum können aufgrund des Skalenunterschiedes mittels RANS-
Ansatz und einem entsprechenden Turbulenzmodell korrekt modelliert werden. Daher 
stellt sich für die vorliegende Arbeit zunächst die Frage, ob auch für das Strahlbündel 
die korrekte Berechnung der instationären Lösungen mittels SST-Modell gelingt. Es ist 
zu erwarten, dass dies neben den numerischen Aspekten (Einfluss der Diskretisierun-
gen, Randbedingungen und Modelle) auch von der Strömung selbst abhängt, was fol-
gende Fragen aufwirft: Sind instationäre Lösungen vorhanden? Auf welchen Skalen tre-
ten Oszillationen auf und weisen diese periodische Eigenschaften auf? Weisen die Strö-
mung bzw. die turbulenten Strukturen Symmetrieeigenschaften auf? Oder sind sie drei-
dimensional? 
Zuvor sind jedoch Fragen bzgl. der numerischen Eigenschaften zu klären. Dazu soll der 
Einfluss der räumlichen Diskretisierung und der Zeitdiskretisierung auf das Spektrum 
des Testfalls untersucht werden. Ähnlich den Mittelwerten weist das Spektrum ebenfalls 
eine deutliche Sensitivität gegenüber der Gitterweite auf, Abbildung 4-20 links. So wird 
mit dem Gitter „fine“ bei etwa 3 Hz eine breitbandige Leistungsspitze berechnet, wäh-
rend mit dem Gitter „coarse“ in diesem Bereich mehrere Leistungsspitzen auf Strukturen 
verschiedener Größen hinweisen. Außerdem ergibt sich bei ungefähr 90 Hz eine erheb-
liche Leistungsspitze. Die zweite, kleinere Leistungsspitze bei ungefähr 185 Hz ent-
spricht der 1. Harmonischen. Diese Oszillationen verschwinden mit steigender Gitterauf-
lösung, was auf einen zu großen Diskretisierungsfehler hinweist und damit als ein nu-
merisches Artefakt zu interpretieren ist. Analog zur Berechnung der statistischen Mo-
mente ergibt sich ebenfalls eine sehr geringe Sensitivität der Lösung gegenüber der 
Zeitdiskretisierung. Denn alle Spektren weisen einen kontinuierlichen und nahezu de-
ckungsgleichen Verlauf auf, Abbildung 4-20 rechts. Mit zunehmender Zeitdiskretisierung 
ist eine Beeinflussung des Spektrums bei höheren Frequenzen zu beobachten. So weist 
die Lösung mit einem Zeitschritt von Δt = 8∙10−4 s bereits ab etwa 10 Hz einen abwei-
chenden Verlauf auf. Ab 300 Hz macht sich die Grenzfrequenz bemerkbar, die sich ge-
mäß dem Abtasttheorem (3.42) zu fN < 2−1∙Δt−1 = 625 Hz ergibt. Darüber ähnelt das 
Spektrum zunehmend dem vom weißen Rauschen.  
Für die nachfolgenden Simulationen der Strahlbündelströmungen muss auf Basis der 
zuvor gezeigten Untersuchungen eine Diskretisierung gewählt werden, die einen opti-
malen Kompromiss zwischen Genauigkeit und Rechenaufwand darstellt. Als räumliche 
Diskretisierung wird das Gitter „normal“ gewählt. Dieses weist mit kleiner 17 % sowohl 
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oben links und unten links. Weniger eindeutig ist der Vergleich der Standardabweichung 
der Axialgeschwindigkeit. Während für den Vereinigungsstrahl über den gesamten Strö-
mungsbereich ebenfalls keine Sensitivität gegenüber den Einlassprofilen festzustellen 
ist (Abbildung 4-22 Mitte rechts), weisen der Gesamt- und Vereinigungsstrahl einen er-
heblichen Einfluss der Einlassprofile auf, Abbildung 4-22 oben rechts und unten rechts. 
Am stärksten ist dabei der Einfluss auf den Gesamtstrahl, da infolge des Blockprofils die 
Standardabweichung um bis zu einer Größenordnung zunimmt.  
Damit ist gezeigt, dass die instationäre 
Lösung des Problems eine Sensitivität 
bzgl. der Einlass-Randbedingungen auf-
weist. Allerdings ist unklar, ob die Ursa-
che eine Sensitivität der Strömung bzw. 
der instationären Lösung ist oder ob es 
auf einen Einfluss des Turbulenzmodells 
zurückzuführen ist.43 Betrachtet man 
dazu den Einfluss der Einlass-RB auf die 
modellierten turbulenten Fluktuationen, 
so lässt sich nur im vorderen Strahlbe-
reich für x/d < 25 ein Unterschied feststel-
len, Abbildung 4-21. Jedoch ist der Ein-
fluss der Einlass-RB gering im Vergleich 
zum Einfluss auf die zuvor betrachteten 
instationären Schwankungen. Darüber 
hinaus sind die Fluktuationen um 2 bis 3 
Größenordnungen größer als die instatio-
nären Schwankungen und dominieren somit die Turbulenzintensität. Da sich weder das 
mittlere Strömungsfeld noch die daraus berechneten Fluktuationen sensitiv gegenüber 
der Einlass-RB zeigen, kann als Ursache auf eine Sensitivität der instationären Lösung 
geschlussfolgert werden. Dem Einfluss durch das Turbulenzmodell wird im folgenden 
Abschnitt nachgegangen. 
Somit lassen sich folgende Schlussfolgerungen ziehen: Erstens, zur Analyse der dyna-
mischen Eigenschaften des instationären Strömungsfeldes, wofür insbesondere die 
Standardabweichung des Geschwindigkeitsfeldes von Bedeutung ist, muss der Model-
lierungsfehler infolge der Einlass-RB minimiert werden. Das bedeutet, dass die Einlass-
RB möglichst exakt, durch experimentelle oder numerische Versuche, abgebildet wer-
den muss. Zweitens, zur Untersuchung der Strömungstopologie, wofür das zeitgemit-
telte Geschwindigkeitsfeld ausschlaggebend ist, kann der Einfluss der Einlass-RB ver-
nachlässigt werden. Dies ist insbesondere für experimentelle Untersuchungen günstig, 
da so der Gestaltung des Düsenblocks weniger Bedeutung zukommt, was eine größere 
Variation des Strahlabstandes erlaubt. 
                                               
43 Als Ausgangspunkt für weiterführende Untersuchungen dazu kann der Freistrahl dienen. Es 
wurde gezeigt, dass das bekannte Phänomen der sog. round jet initial condition anomaly durch 
das k-ε Modell grundsätzlich abgebildet werden kann, wenn auch je nach Randbedingung eine 
seperate Anpassung der Modell-Koeffizienten notwendig wird, um den Modellfehler zu minimie-
ren. Da das SST-Modell auf dem k-ε Modell basiert, scheint ein ähnliches Vorgehen im vorlie-
genden Fall des Strahlbündels plausibel. 
 
Abbildung 4-21: Einfluss der Einlassradbedingun-
gen auf die mittleren Normalspannungen entlang 
der Achse des zentrischen Strahls der Gesamt-
strahlströmung bei Red = 104 und Gitter „normal“ 
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ken, da im düsennahen Bereich von einer ähnlichen Strömungsmechanik wie beim Frei-
strahl oder begrenzten Strahl ausgegangen wird. Dennoch können sich Unterschiede 
ergeben, da bspw. der Einfluss der Strahlinteraktion nicht bekannt ist.  
Im Allgemeinen sollten die physikalischen Zusammenhänge einer Strömung beachtet 
werden [149, S. I f. und 393 f.], [153, S. 39] und [162]. Wie bereits erwähnt, weist das 
Strahlbündel eine Sensitivität gegenüber dem Strahlabstands- A/d und Durchmesser-
verhältnis D/d auf. Daher ist es notwendig, hinsichtlich der Grundströmungen zu unter-
scheiden (vgl. Fußnote 42), wozu im Folgenden drei repräsentative Testfälle herange-
zogen werden:  
− Testfall A: Vereinigungsstrahl (VS) mit D/d = 37,6 und A/d = 4,3 
− Testfall B: Gesamtstrahl (GS) mit D/d = 19 und A/d = 1,4 
− Testfall C: Einzelstrahl (ES) mit D/d = 11,9 und A/d = 1,4 
Instationäre Schwankungen 
Die Anwendung des RANS-Ansatzes 
auf das Strahlbündel-Problem erfordert 
die Lösung der instationären Gleichun-
gen (URANS). Zunächst sollen die 
durch die Simulation aufgelösten instati-
onären Schwankungen der Axialge-
schwindigkeit U entlang der Rohrachse 
betrachtet werden. Diese werden als 
Varianz des Geschwindigkeitssignals 
berechnet, deren Quadratwurzel der 
Standardabweichung entspricht. Durch 
Normierung bzgl. des Mittelwertes kann 
so die relative Standardabweichung be-
rechnet werden, Abbildung 4-23. Zur 
Auflösung der Schwankungen durch 
eine LDA-Messung sollte die relative 
Standardabweichung oberhalb der 
Messgenauigkeit von 0,3 % und oberhalb des Systemrauschens von 5 % liegen. Letzte-
res kann für den Gesamt- und Vereinigungsstrahl erst stromab der Kernströmung ab 
etwa x/d = 20 gewährleistet werden. Dem gegenüber weist die Einzelstrahlströmung 
über den gesamten Strömungsbereich eine relalive Standardabweichung deutlich klei-
ner 0,1 % auf. Dies entspricht trotz der instationären Lösung einer quasi-stationären Lö-
sung der Erhaltungsgleichungen. Damit sind die instationären Schwankungen in weiten 
Teilen des Strömungsbereiches um Größenordnungen kleiner als die Messgenauigkeit 
des LDA-Systems, so dass eine Auflösung instationärer Strukturen mittels LDA nicht 
erwartet werden kann. 
Geschwindigkeitsspektrum 
Neben den zuvor betrachteten statistischen Momenten stellt die Leistungsspektraldichte 
der instationären Strukturen ein weiteres Kriterium dar. Die Auflösung der instationären 
Schwankungen hängt, neben den Diskretisierungsverfahren zur Linearisierung der Er-
haltungsgleichungen, im Wesentlichen von der zeitlichen und räumlichen Diskretisierung 
ab. Die Zeitschrittweite beträgt Δt = 0,2 ms, so dass sich nach dem Abtasttheorem (3.42) 
eine Grenzfrequenz von fN < 103 Hz ergibt. Die Gitterweite variiert je nach Bereich und 
beträgt an der Stelle x/d = 20 für den Gesamt- und Vereinigungsstrahl Δx = d/4 und an 
der Stelle x/d = 30 für den Einzelstrahl Δx = d/2. Aufgrund der Dimension Länge kann 
aus der Gitterweite keine Grenzfrequenz, sondern eine Grenzlänge abgeschätzt werden, 
die unterhalb der Strömungsstrukturen jedoch nicht mehr aufgelöst werden kann. Aus 
 
Abbildung 4-23: Instationäre Schwankungen entlang 
der Strahlachse (CFD-Ergebnisse) 
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Erfahrung sollten bei numerischen Simulationen die aufzulösenden Strukturen mit min-
destens 5 bis 10 Segmenten aufgelöst werden, um akzeptable Approximationen zu er-
halten. Demnach können mittels des angewendeten Gitters Strukturen bzw. Wirbelstruk-
turen mit Abmessungen in der Größenordnung des 2 bis 3-fachen des Düsendurchmes-
sers aufgelöst werden. Dies lässt sich jedoch nicht mittels einer Grenzfrequenz anhand 
der Leistungsspektraldichte (PSD) beurteilen, sondern vielmehr anhand der Überein-
stimmung der aufgelösten und gemessenen Schwankungen aus der CFD-Simulation im 
niederfrequenten Bereich des Spektrums.  
Anhand der drei Testfälle werden die Geschwindigkeitsspektren auf der Rohrachse ana-
lysiert. Für den Gesamt- und Vereinigungsstrahl lässt sich im Bereich f < 40 Hz eine gute 
Übereinstimmung zwischen Simulation (CFD) und Experiment (LDA) feststellen, Abbil-
dung 4-24. Oberhalb davon beginnt der Kaskadenbereich des Spektrums, wofür die Si-
mulation aufgrund der Turbulenzmodellierung keine Aussagekraft mehr besitzt. Für Fre-
quenzbereiche größer 100 Hz verliert auch die LDA-Messung an Aussagekraft, da die 
Varianz der PSD zunimmt und mit dem Rauschen das Spektrum dominiert. Somit kann 
festgehalten werden, dass die instationäre Strömung keinen streng periodischen Cha-
rakter, z. B. im Sinne einer Karmanschen Wirbelstraße, sondern groß-skalige Strukturen 
mit einem kontinuierlichen Spektrum aufweist. Der maximale Leistungsanteil tritt dabei 
in einem Frequenzbereich kleiner 10 Hz auf, was einem Zeitmaß größer 0,1 s entspricht. 
Das Spektrum des Einzelstrahls kann aufgrund der quasi-stationären Lösung erwar-
tungsgemäß nicht durch die Simulation abgebildet werden. 
  
Abbildung 4-24: Geschwindigkeitsspektrum in der Rohrmitte (r = 0) für den Gesamtstrahl bei x/d = 20 
(links), Vereinigungsstrahl bei x/d = 20 (Mitte) und Einzelstrahl bei x/d = 30 (rechts); Red = 104 
Auch die Anpassung der Koeffizienten 
des SST-Modells besitzt einen erhebli-
chen Einfluss auf die instationäre Lö-
sung. Am deutlichsten sind dabei die Än-
derungen anhand des Gesamtstrahls zu 
beobachten. Dabei ergibt sich durch die 
Anwendung der optimierten Modellkoef-
fizienten (SST mod+opt) eine instatio-
näre Lösung, während bei Anwendung 
der Standardkoeffizienten (SST mod) 
eine quasi-stationäre Lösung resultiert, 
Abbildung 4-25. So ist der Energieinhalt 
der Simulation mit SST mod+opt um 
viele Größenordnungen größer als mit 
SST mod. Unter Beachtung der LDA-Er-
gebnisse (Abbildung 4-24 links) erlauben 
die optimierten Modellkoeffizienten des 
SST mod+opt somit bessere Simulati-
onsergebnisse. Diese Beoachtung zeigt 
 
Abbildung 4-25: Frequenzspektren der Längsfluktu-
ationen auf der Strahlachse des zentrischen Strahls 
bei x/d = 30 (Gesamtstrahl, Gitter „normal“, 
Red = 104, Rohrprofil) 
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Ergebnisse des Standard-SST-Modells (SST mod) denen des optimierten SST-Modells 
(SST mod+opt) gegenübergestellt, vgl. Tabelle 4-5. Wie bereits zuvor, wird eine sepa-
rate Betrachtung der drei Testfälle Gesamt-, Vereinigungs- und Einzelstrahlströmung 
vorgenommen.  
Anhand der axialen Profile ist zu erkennen, dass durch die Simulation die Axialgeschwin-
digkeit und Längsfluktuationen zufriedenstellend berechnet werden können, Abbildung 
4-26. Eine gute Übereinstimmung wird für den Einzel- und Vereinigungsstrahl erreicht, 
während sich für den Gesamtstrahl größere Abweichungen ergeben. Die Anpassung der 
Modellkoeffizienten bewirkt bei allen Testfällen eine deutliche Verbesserung, insbeson-
dere der Längsfluktuationen, Abbildung 4-26 rechte Spalte. Der Mittelwert ist weniger 
stark beeinflusst, wobei sich vor allem die Berechnung im düsennahen Bereich verbes-
sert. Dennoch bleibt die grundsätzliche Charakteristik erhalten, was bspw. anhand des 
Gesamtstrahls besonders deutlich wird. Dabei besteht eine zu starke Abnahme der Ge-
schwindigkeit, so dass die Strahlauflösung und der Übergang zur Rohrströmung zu früh 
erfolgt. Die im Vergleich zum Einzel- und Vereinigungsstrahl höheren Abweichungen des 
Gesamtstrahls lassen auf Schwächen der verwendeten Modellierung bei der Abbildung 
der Strahlinteraktion schließen, welche als das dominierende strömungsmechanische 
Phänomen zu betrachten sind.  
Einen detaillierten Einblick erhält man durch die Betrachtung der Radialprofile, vgl. Ab-
bildung 4-27 bis Abbildung 4-29. Allgemein lässt sich feststellen, dass mittels Standard-
SST-Modell die düsennahen Bereiche mit ausgeprägtem Strahlprofil gut berechnet wer-
den können, während weiter stromab die Abweichungen zum Experiment zunehmen. 
Durch die Optimierung der Modellkoeffizienten (SST mod+opt) kann eine deutliche Ver-
besserung im düsennahen Bereich (x/d ≤ 10) festgestellt werden. Weiter stromabwärts 
findet eine starke Interaktion der Strahlen statt, was für die Testfälle jeweils ein unter-
schiedliches Strömungsfeld zur Folge hat. In diesem Bereich ergeben sich größere Ab-
weichungen, wobei auch die Anwendung der optimierten Koeffizienten keine eindeutige 
Verbesserung bewirkt. Anhand des Gesamt- und Vereinigungsstrahls wird deutlich, dass 
das SST-Modell im hinteren Strahlbereich (x/d > 20) prinzipielle Schwächen bei den 
Längsfluktuationen in der Strahlflanke (r/R = 0,3) aufweist, Abbildung 4-27 und Abbil-
dung 4-28.  
Im Fall des Einzelstrahls (Abbildung 4-29) wird der Vergleich zusätzlich durch ein insta-
biles Verhalten des Strömungsfeldes erschwert. Anhand der nicht-symmetrischen Profile 
ab x/d = 10 ist zu erkennen, dass sich die Strömung an einer Rohrwand anlegt und erst 
im weiteren Verlauf sich langsam ausgleicht. Diese Beobachtung wurde im Experiment 
wiederholt gemacht und wird auf Fertigungsungenauigkeiten (Koaxialität der Düsen zur 
Rohrwand, Koliniarität der Düsenachsen zur Rohrachse) zurückgeführt. Das Anlegen 
der Strömung kann durch den sog. Coanda-Effekt erklärt werden [67]. Da die Simulation 
des Einzelstrahls keinen Hinweis auf ein derartiges Verhalten gibt, stellt sich die Frage, 
ob das SST-Modell grundsätzlich zur Simulation dieser Strömungen geeignet ist. Dazu 
muss beachtet werden, dass bei dem Einzelstrahl ein stärkerer Einfluss der Wand auf 
die äußeren Strahlen wirkt, der die Strahlinteraktion beeinflusst bzw. die Strahlvereini-
gung unterbindet.  
Die vorgenommene Valdierung zeigt, dass sich das SST-Modell nicht ohne Weiteres auf 
das Strahlbündel anwenden lässt. So muss neben dem Strömungstyp (Gesamt-, Verei-
nigungs- oder Einzelstrahl) auch der Strömungsbereich (düsennah oder Strahlbereich) 
beachtet werden. Darüber hinaus fehlt Grundlagenwissen zur Ausbildung des Strö-
mungstyps, wozu vor allem experimentelle Ergebnisse beitragen können. Deshalb ist es 
ratsam, die Simulationsergebnisse stets kritisch zu betrachten.  
Für die nachfolgenden Untersuchungen im Rahmen der vorliegenden Arbeit ist die Eig-
nung des SST-Modells jedoch ausreichend, da hauptsächlich der düsennahe Bereich 
von Interesse ist. Dafür erweist sich das SST mod+opt gegenüber dem Standard-SST-
 115 
 
Modell als besser geeignet. So lässt sich die Charakteristik der Strömung in ihren Grund-
zügen berechnen und die Größenordnung der Fluktuationen abschätzen. Speziell im 
Hinblick auf den Vereinigungsstrahl, welcher der bedeutendere Strömungstyp bei Geo-
metrievariation ist, kann durch das SST mod+opt eine gute Vorhersage erwartet werden. 
Außerdem zeigt das SST mod+opt hinsichtlich der spektralen Eigenschaften der aufge-
lösten instationären Strukturen des Gesamt- und Vereinigungsstrahls gute Übereinstim-
mungen zum Experiment, vgl. Abbildung 4-24. 
 
 
 
 
Abbildung 4-26: Vergleich von Simulation und Experiment anhand der Axialgeschwindigkeit (links) und 
Längsfluktuationen (rechts) entlang der Strahlachse für den Gesamtstrahl (obere Reihe), Vereinigungs-
strahl (mittlere Reihe) und Einzelstrahl (untere Reihe) bei Red = 104  
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Abbildung 4-27: Vergleich von Simulation und Experiment für den Gesamtstrahl bei Red = 104 anhand 
der Axialgeschwindigkeit (links) und Längsfluktuationen (rechts) quer zur Strahlachse an den Positionen 
x/d = 10 (obere Reihe), x/d = 20 (2. Reihe von oben), x/d = 30 (3. Reihe von unten), x/d = 40 (2. Reihe 
von unten) und x/d = 50 (untere Reihe)  
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Abbildung 4-28: Vergleich von Simulation und Experiment für den Vereinigungsstrahl bei Red = 104 an-
hand der Axialgeschwindigkeit (links) und Längsfluktuationen (rechts) quer zur Strahlachse an den Posi-
tionen x/d = 5 (obere Reihe), x/d = 10 (2. Reihe von oben), x/d = 20 (3. Reihe von oben), x/d = 30 (3. 
Reihe von unten), x/d = 40 (2. Reihe von unten) und x/d = 50 (untere Reihe) 
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Abbildung 4-29: Vergleich von Simulation und Experiment für den Einzelstrahl bei Red = 104 anhand der 
Axialgeschwindigkeit (links) und Längsfluktuationen (rechts) quer zur Strahlachse an den Positionen 
x/d = 10 (obere Reihe), x/d = 20 (2. Reihe von oben), x/d = 30 (3. Reihe von unten), x/d = 40 (2. Reihe 
von unten) und x/d = 50 (untere Reihe)  
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Weiter stromab verringert sich zunächst die Einmischung der Außenströmung, bis die 
Stromlinien des Strahls parallel zu denen des Wirbelgebietes verlaufen. Dieser Abschnitt 
wird im Folgenden als sog. vorderer Strahlbereich bezeichnet. Außerdem ist festzustel-
len, dass die Stromlinien des Wirbelgebietes nahezu parallel zu denen der Rohrachse 
verlaufen, was auf einen geringen radialen Geschwindigkeitsgradienten hinweist. Damit 
kann geschlussfolgert werden, dass der Impulsverlust im vorderen Strahlbereich haupt-
sächlich auf der turbulenten Einmischung des Fluids beruht und nicht aufgrund einer 
Aufweitung der mittleren Strömung bzw. der Stromröhre. Mit Blick auf die Positionierung 
eines Bypass-Auslasses sei darauf hingewiesen, dass sich im vorderen Strahlbereich 
ein lokales Druckminimum ergibt, dass sich bis in den achsnahen Bereich fortsetzt, Ab-
bildung 5-2 unten rechts. 
Der vordere Strahlbereich erstreckt sich etwa bis zur Mitte des Wirbelgebietes bei etwa 
x/d = 20, die durch ein Maximum der Wandschubspannungen gekennzeichnet ist, Abbil-
dung 5-2 unten links. Daran schließt sich eine zunehmende Krümmung der Stromlinien 
an, wodurch das Ende des Wirbelgebietes eingeleitet wird. Dieser Abschnitt wird im Fol-
genden als sog. hinterer Strahlbereich bezeichnet, der durch eine lineare Abnahme der 
Axialgeschwindigkeit und eine Verringerung des Abklingprozesses der Längsfluktuatio-
nen gekennzeichnet ist, Abbildung 5-2 oben. Mit dem Ende des vorderen Strahlberei-
ches unterscheidet sich die Strömung des begrenzten Strahls von der des Freistrahls, 
da sich der Einfluss des Wirbelgebietes zunehmend bemerkbar macht. So ist der Frei-
strahl durch eine asymptotische Abnahme der Axialgeschwindigkeit und der Längsfluk-
tuationen46 gekennzeichnet. Die Ähnlichkeit zum Freistrahl im vorderen Strahlbereich 
lässt hingegen den Schluss zu, dass sich beide Strömungen durch eine ähnliche Strö-
mungsmechanik bzw. ähnliche turbulente Strukturen erklären lassen.  
Mit weiter zunehmender Stromlinienkrümmung wird das Ende des Wirbelgebietes ein-
geleitet, welches durch den Wiederanlegepunkt an der Stelle xR markiert ist. Anschlie-
ßend erfolgt ein vollständiger Strömungsausgleich über den gesamten Rohrquerschnitt 
und die Umwandlung von der Strahl- zur Rohrströmung. Dies stellt den Bereich III dar, 
der im Folgenden als sog. Umwandlungsbereich bezeichnet wird. Aufgrund der starken 
Stromlinienkrümmung vor dem Wiederanlegepunkt erweitert sich der Querschnitt der 
Stromröhre, so dass sich aufgrund der Massenkontinuität die mittlere Axialgeschwindig-
keit verringern muss, was schließlich einen starken Impulsverlust hervorruft. Außerdem 
wird aufgrund der Querdruckgleichung nach [163, S. 113], durch die Krümmung der 
Stromlinien eine Zunahme des Druckes bewirkt, Abbildung 5-1 unten. Mit Ende des Wir-
belgebietes nimmt der Abklingprozess der Längsfluktuationen wieder zu, so dass sich 
eine Wölbung im Kurvenverlauf bei x/d = 30 ergibt. Ursache dafür ist die turbulente Vis-
kosität µt, die im Bereich der Stelle 2 ihr Maximum aufweist, wodurch gegenüber der 
molekularen Viskosität µ eine um mehrere Größenordnungen höhere Zähigkeit der Strö-
mung infolge der Turbulenz hervorgerufen wird, Abbildung 5-1 zweites Bild von unten. 
Im vorliegenden Fall für D/d = 12,3 und Red = 104 ergibt sich ein Viskositätsverhältnis 
von turbulenter zu molekularer Viskosität von µt/µ = 300.  
Dieser Effekt kann durch folgende Modellvorstellung aus den experimentellen Untersu-
chungen erklärt werden. Als Ursache wird der Transport von turbulenten Wirbelstruktu-
ren (ausgedrückt durch die Längsfluktuationen uꞌ)47 aus dem stromaufwärts gelegenen 
                                               
46 Dies entspricht einer asymptotischen Zunahme des lokalen Turbulenzgrades bis etwa 
Tux = 30 %, vgl. [19, S. 205]. 
47 Experimentell werden die tatsächlichen Längsfluktuationen uꞌ gemessen, die im Reynoldschen 
Spannungstensor die Normalspannungen uꞌ² ergeben. Dem gegenüber repräsentiert die mittels 
CFD-Simulation berechnete turbulente Viskosität zwar die zusätzlichen turbulenten Normal- und 
Schubspannugen aus dem Reynoldsschen Spannungstensor (Boussinesq-Approximation), wird 
aber über den Ansatz der Wirbelviskosität gemäß (4.12) berechnet. 
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Strahlbereich in das stromabwärts gelegene Gebiet der Strahlaufweitung gesehen. Da-
bei weisen die Wirbelstrukturen stromaufwärts aufgrund der hohen mittleren Strömungs-
geschwindigkeit ebenfalls eine hohe kinetische Energie auf. Während am Ende des Wir-
belgebietes aufgrund der Strahlaufweitung eine starke Reduzierung der mittleren Ge-
schwindigkeit erfolgt, können die Wirbelstrukturen aufgrund von Trägheit ihre kinetische 
Energie nicht in demselben Maße reduzieren und werden so (ähnlich der Prandtlschen 
Mischungsweg-Hypothese) in den Bereich mit langsamer Geschwindigkeit hineingetra-
gen. Somit nehmen die Längsfluktuationen im Umwandlungsbereich Strahl- zu Rohrströ-
mung sehr große relative Werte an, was je nach Bezugsgröße zur Kurvenwölbung (be-
zogen auf UJ) oder zum Kurvenmaximum (bezogen auf U0) führt. 
 
 
Abbildung 5-2: Axialgeschwindigkeit (oben links) und Längsfluktuationen (oben rechts) entlang der 
Rohrachse sowie Wandschubspannung (unten links) und Druckverlauf des begrenzten Strahls bei 
D/d = 12,3 und Red = 104 (CFD-Ergebnisse) 
Stromabwärts der Wölbung (x/d > 30) ist ein stärkerer Abklingvorgang der Längsfluktu-
ationen zu beobachten. Dies ist der Bereich des Wiederanlegepunktes xR, wo sich die 
Stromröhre infolge des Strömungsausgleichs bis auf den Rohrquerschnitt erweitert. 
Dadurch werden nicht nur die Beträge der Geschwindigkeitsvektoren reduziert, sondern 
auch deren Gradienten, wodurch sich wegen (4.4) bis (4.9) ebenso eine Reduzierung 
der Längsfluktuationen ergibt. Nach dem Wiederanlegepunkt beginnt der vollständige 
Strömungsausgleich über den gesamten Rohrquerschnitt und die Umwandlung von 
Strahl- zu Rohrströmung. Ab der Stelle 3 verlaufen die Stromlinien parallel zur Rohr-
achse und leiten in den Bereich IV, die Ausbildung der Rohrströmung, ein. Für diesen 
Bereich muss zudem der radiale Druckgradient aufgrund der Querdruckgleichung ver-
schwinden, vgl. Abbildung 5-1 unten. Zu Beginn stellt sich dabei noch eine nicht-ausge-
bildete Rohrströmung ein, die bei entsprechend langer Lauflänge zu einer vollständig 
ausgebildeten Rohrströmung führt. 
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nis erscheint einleuchtend, wenn man bedenkt, dass der begrenzte Strahl von der Mün-
dung bis zur Rohrströmung 3 Bereiche durchläuft, deren Strömungsmechanik vollkom-
men unterschiedlich ist. Dazu sei an den Freistrahl erinnert, für den der selbstähnliche 
Bereich des Geschwindigkeitsfeldes ab einer Lauflänge von x/d > 25 nachgewiesen ist, 
welches sich stromab der Kernströmung und der Umwandlung zum Strahlbereich er-
streckt. Außerdem wird der Versuch unternommen, die Strömung des begrenzten 
Strahls durch geeignete mathematische Formulierungen zusammenzufassen. Denn, wie 
sich später zeigen wird, erleichtert dies die Analyse weiterer Einflüsse, wie der Reynolds-
Zahl oder der Einlassrandbedingungen. Im Folgenden wird zunächst eine mathemati-
sche Formulierung vorgestellt, die sich zur Beschreibung des Strahl- und Umwandlungs-
bereiches eignet. Anschließend wird mit deren Hilfe der vordere Strahlbereich hinsicht-
lich dem Einfluss des Durchmesserverhältnisses untersucht, gefolgt von einer Untersu-
chung der Selbst-Ähnlichkeit im hinteren Strahlbereich, abschließend wird die Umwand-
lung zur Rohrströmung diskutiert. 
Übergang zum Strahlbereich 
Stromabwärts der Kernströmung findet zunächst der Übergang zur Strahlströmung statt. 
Dieser Bereich erstreckt sich etwa zwischen 2,5 < x/d < 5 (Abbildung 5-3 oben) und ist 
durch das Maximum der Längsfluktuationen gekennzeichnet (Abbildung 5-3 unten). In 
diesem Bereich ähneln sich die beiden kleineren Durchmesserverhältnisse D/d = 1,9 
und 3,2 (Abbildung 5-4), ebenso ähneln sich die größeren Durchmesserverhältnisse 
D/d ≥ 6,2. Für eine selbstähnliche Strömung müsste sich ein deckungsgleicher Verlauf 
ergeben, was somit für den Übergang zur Strahlströmung nicht bestätigt werden kann. 
Vielmehr wird in Abbildung 5-4 der Unterschied zwischen den beiden kleineren und den 
übrigen Durchmesserverhältnissen deutlich, was auf eine Änderung der Strömungscha-
rakteristik zwischen D/d = 3,2 und 6,2 hindeutet.  
 
Abbildung 5-4: Einfluss des Durchmesserverhältnisses auf die Axialgeschwindigkeit der vorderen Strahl-
strömung bei Red = 104 (LDA: Symbole) 
Zur Beschreibung des axialen Geschwindigkeitsverlaufes in Abbildung 5-4 kann ein em-
pirischer Ansatz mit logarithmischer Funktion gemäß (5.6) herangezogen werden. Die 
Koeffizienten a und b wurden experimentell gemäß (5.7) und (5.8) bestimmt. 
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𝑈0(𝑥)
𝑈𝐽
= 𝑎(𝜋𝐷) + 𝑏(𝜋𝐷) ∙ ln (
𝑥
𝑑⁄ ) (5.6) 
 
 𝑎(𝜋𝐷) = {
1,56 𝑓ü𝑟 𝜋𝐷 ≤ 3,2
1,46 𝑓ü𝑟 𝜋𝐷 ≥ 6,2
  (5.7) 
 
 𝑏(𝜋𝐷) = {
−0,56 𝑓ü𝑟 𝜋𝐷 ≤ 3,2
−0,45 𝑓ü𝑟 𝜋𝐷 ≥ 6,2
 (5.8) 
 
Vorderer Strahlbereich ─ Axialprofile 
An den Übergang zur Strahlströmung schließt sich ab etwa x/d > 5 der sog. vordere 
Strahlbereich an, Abbildung 5-5. Wie bereits in Abbildung 5-3 oben und Abbildung 5-4 
gezeigt, ähneln sich dort die Profile der größeren Durchmesserverhältnisse, wobei die 
CFD-Simulationen deckungsgleiche Kurvenverläufe ergeben. Zur Beschreibung der ex-
perimentellen Ergebnisse kann zudem die Freistrahlgleichung für den selbstähnlichen 
Strahlbereich gemäß (2.2) herangezogen werden. Umgestellt nach (5.9) und mit Hilfe 
des Koeffizienten C1 = 4,8 und des virtuellen Nullpunktes x0/d = 1 kann diese auf die 
empirischen Daten der Durchmesserverhältnisse D/d = 6,2 bis 48,1 angewendet wer-
den. Zudem wird aus Abbildung 5-5 ersichtlich, dass sich damit die Axialgeschwindigkeit 
bereits ab x/d = 5 beschreiben lässt. 
 
 
𝑈𝑜(𝑥)
𝑈𝐽
= 𝐶1 ∙  
𝑑
𝑥 + 𝑥0
 (5.9) 
 
 
Abbildung 5-5: Einfluss des Durchmesserverhältnisses auf die Axialgeschwindigkeit in der hinteren Strahl-
strömung und Umwandlung von Strahl- zu Rohrströmung bei Red = 104 (LDA: Symbole) 
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An den vorderen Strahlbereich schließt 
sich der hintere Strahlbereich an. Durch 
das Verlassen der Freistrahl-Kurve wird 
das Ende des vorderen Strahlbereiches 
an der Position xS markiert, Abbildung 
5-5. Aus den experimentellen Ergebnis-
sen wird ersichtlich, dass sich xS für 
größere Durchmesserverhältnisse wei-
ter stromabwärts befindet. Somit ergibt 
sich ein Zusammenhang xS = f(πd) zwi-
schen dem Ende des vorderen Strahl-
bereiches und der Ähnlichkeitskenn-
zahl πd. Auf Basis der experimentell be-
stimmten Axialprofile der Achsge-
schwindigkeit U0 lassen sich für die ein-
zelnen Durchmesserverhältnisse die 
Punkte xS(πD) graphisch aus Abbildung 
5-5 bestimmen, und es ergibt sich ein 
eindeutig linearer Zusammenhang gemäß (5.10), Abbildung 5-6. 
 
 
𝑥𝑆
𝑑
≈ 1,62 ∙ 𝜋𝐷 (5.10) 
 
Vorderer Strahlbereich ─ Radialprofile 
Aufgrund der Ähnlichkeit der Axialgeschwindigkeitsverläufe im vorderen Strahlbereich 
bei großen Durchmesserverhältnissen wird weiterführend eine Untersuchung der Radi-
alprofile vorgenommen. Dazu wird die Axialgeschwindigkeit U(r) bzgl. der Achsge-
schwindigkeit U0(x) und die radiale Position r(x) bzgl. der sog. Halbwertbreite r0,5(x) nor-
miert. Es werden je Durchmesserverhältnis die Profile zwischen der Kernströmung und 
dem Ende des vorderen Strahlbereiches (4 < x/d < xS) betrachtet. Für das Ende des vor-
deren Strahlbereiches ist xS = f(πD) gemäß (5.10) zu beachten. Dafür kann festgehalten 
werden, dass sich die Profile im vorderen Strahlbereich unabhängig vom Durchmesser-
verhältnis überdecken, Abbildung 5-7 oben. Berücksichtigt man die Ähnlichkeitseigen-
schaften der axialen Geschwindigkeitsprofile (vgl. vorangegangen Abschnitt), so weist 
der vordere Strahlbereich die Eigenschaft der Selbst-Ähnlichkeit (engl.: self preserva-
tion) auf.49  
                                               
49 Darunter wird in der Strömungsmechanik die Eigenschaft verstanden, dass sich die Strömungs-
profile einer Strömung mit Hilfe geeigneter Bezugsgrößen so normieren lassen, dass sie zur De-
ckung gebracht werden können. Beispielsweise ist das Fernfeld des Freistrahls auch unter dem 
Begriff des selbstähnlichen Bereiches bekannt. Dies beruht darauf, dass sich für das Fernfeld 
des Freistrahls eine sog. ähnliche Lösung aus den Grenzschichtgleichungen herleiten lässt [33, 
S. 193 ff.]. Dazu wird der Begriff ähnlich wie folgt definiert [33, S. 181]: „Dies war möglich gewor-
den, weil …, bei der die Geschwindigkeitsprofile an verschiedenen Stellen zueinander affin oder 
ähnlich sind, d.h. durch Wahl geeigneter Maßstabsfaktoren untereinander zur Deckung gebracht 
werden können.“ Mit Bezug auf die Turbulenz wird in [11, S. 193] eine andere eingängige Inter-
pretation angegeben: „Die Bezeichnung „Selbst-Ähnlichkeit“ (self preservation) wird dann ver-
wendet, wenn die Struktur einer bestimmten turbulenten Strömung während des Abklingvorgangs 
bzw. seiner Entwicklung gleichbleibt, jedoch – ausgedrückt durch eine bestimmte charakteristi-
sche Länge und eine charakteristische Geschwindigkeit – nicht notwendigerweise gleich ist für 
andere turbulente Strömungen.“ 
 
Abbildung 5-6: Zusammenhang zwischen dem Ende 
des vorderen Strahlbereiches xS und dem Durchmes-
serverhältnis D/d (LDA-Ergebnisse) 
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Für die Profile am Ende der vorderen Strahlströmung lässt sich in der Rohrmitte eine 
größere Streuung feststellen, im äußeren Bereich können die Profile nicht mehr zur De-
ckung gebracht werden. Dieses Verhalten setzt sich weiter stromabwärts zunehmend 
fort, d.h. der begrenzte Strahl verliert mit Beginn des hinteren Strahlbereiches seine 
selbstähnlichen Eigenschaften.50 Nach der Umwandlung zur Rohrströmung wäre wieder 
eine Normierung bzgl. des Rohrdurchmessers bzw. für den wandnahen Bereich gemäß 
dem sog. universellen Wandgesetz möglich. Als Ergänzung sei kurz erwähnt, dass sich 
der Bereich der Kernströmung (x/d < 4 bzw. wofür nährungsweise U0(x) ≈ UJ gilt) nicht 
mittels der Halbwertbreite zur Deckung bringen lässt. Ursache ist die Kernströmung 
selbst, welche noch nicht von Turbulenz erfasst ist, so dass sich ein Rechteck-Geschwin-
digkeitsprofil ausbildet.  
Aufbauend auf dem axialen Verlauf der Längsfluktuationen (Abbildung 5-3 unten) wurde 
das Ende der vorderen Strahlströmung durch den Beginn der Wölbung markiert. Dies 
wird durch die radialen Geschwindigkeitsprofile bestätigt. Diese verlieren mit Beginn der 
Wölbung ihre selbstähnliche Charakteristik. Da die Selbst-Ähnlichkeit auf dem Gleichge-
wichtszustand einer turbulenten Strömung basiert, muss sich für den begrenzten Strahl 
eine Ähnlichkeit hinsichtlich der turbulenten Spannungen nachweisen lassen. Dazu kön-
nen die Schwankungswerte der Axialgeschwindigkeit, die sog. Längsfluktuationen uꞌ, 
herangezogen werden, wofür sich anhand der Axialprofile im vorderen Strahlbereich 
(4 < x/d < xS) ein deckungsgleicher Verlauf feststellen lässt, Abbildung 5-3 unten.  
Auch für die Radialprofile kann mit Hilfe der Normierung auf U0 und r0,5 ein ähnliches 
Verhalten gezeigt werden, da die Kurvencharakteristik gleich ist. Zwar können die Kur-
ven nicht vollständig zur Deckung gebracht werden, aber es wird ersichtlich, dass sich 
die Längsfluktuationen mittels zweier Hüllkurven beschreiben lassen, Abbildung 5-7 un-
ten. Damit kann das Verhalten der Längsfluktuationen zusammengefasst werden. Im 
achsnahen Bereich (r/r0,5 < 1) wird ein Wert von rund uꞌ2/U02 = 0,1 nicht überschritten und 
im Bereich des Wirbelgebietes (r/r0,5 > 3) ein Wert von uꞌ2/U02 = 0,001 nicht unterschrit-
ten. Zudem nehmen die achsnahen Werte mit fortschreitender Lauflänge zu. So weisen 
die Profile am Ende der vorderen Strahlströmung einen Wert von uꞌ2/U02 ≈ 0,2 auf. An 
dieser Stelle geben die mit der lokalen Achsgeschwindigkeit U0 normierten Längsfluktu-
ationen entlang der Strahlachse weiteren Aufschluss, Abbildung 5-8. Dazu seien bei-
spielhaft die Durchmesserverhältnisse D/d = 12,3 und 48,1 betrachtet. Während der 
Kernströmung wachsen die Längsfluktuationen stetig an und nähern sich nach Beginn 
der vorderen Strahlströmung bei x/d = 4 einem Gleichgewichtszustand an. Dieser ist 
ähnlich dem Freistrahl durch einen nahezu waagerechten Verlauf der Längsfluktuatio-
nen gekennzeichnet (vgl. Strichlinie in Abbildung 5-8), die weiter stromabwärts stark zu-
nehmen und vor dem Wiederanlegepunkt xR ihr Maximum erreichen (vgl. CFD-Kurve für 
D/d = 12,3).  
Anhand der Messergebnisse zum Durchmesserverhältnis D/d = 48,1 ist zu erkennen, 
dass sich die ähnlichen Radialprofile (x/d = 10, 20 und 40) im Gleichgewichtsbereich der 
Längsfluktuationen befinden (vgl. Abbildung 5-8), wofür sich ein nahezu deckungsglei-
cher Verlauf der radialen Geschwindigkeitsprofile ergibt (vgl. Abbildung 5-9 links). Des 
Weiteren können ebenfalls nahezu deckungsgleiche Radialprofile der Längsfluktuatio-
nen beobachtet werden (vgl. Abbildung 5-9 rechts). Damit weist der begrenzte Strahl im 
vorderen Strahlbereich selbst-ähnliche Eigenschaften auf. Mit weiter steigender Lauf-
länge befinden sich die Radialprofile (x/d = 60, 80 und 100) nicht mehr im Gleichge-
wichtsbereich, sondern im Wiederanstieg der Längsfluktuationen, vgl. Abbildung 5-9. 
Dabei lässt sich beobachten, dass mit steigender Lauflänge die Geschwindigkeitsprofile 
                                               
50 Jedoch lässt sich dabei ebenfalls eine Ähnlichkeit der Profile erkennen, ggf. wäre eine Be-
schreibung mit Hilfe einer Hüllkurve möglich, wie dies schon in [55, S. 103 ff.] anhand der Aus-
strömung eines runden Strahls in ein quaderförmiges Becken diskutiert worden ist. 
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wie auch die Längsfluktuationsprofile ihren deckungsgleichen Verlauf zunehmend ver-
lieren. Dies ist ein Nachweis dafür, dass der begrenzte Strahl mit dem Übergang zum 
hinteren Strahlbereich seine Selbst-Ähnlichkeit wieder verliert. 
 
 
Abbildung 5-7: Einfluss des Durchmesserverhältnisses auf die Radialprofile des begrenzten Strahls bei 
Red = 104 anhand der Axialgeschwindigkeit (oben) und Normalspannungen (unten) 
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Darüber hinaus sei als weiteres Beispiel die Strömung bei einem Durchmesserverhältnis 
von D/d = 12,3 betrachtet. Hier lässt sich Folgendes beobachten: Die Geschwindigkeits-
profile verhalten sich bei x/d = 5 und 10 deckungsgleich, während sie diese Eigenschaft 
bei x/d = 20 verlieren, Abbildung 5-7 oben. Außerdem weisen die Längsfluktuationen 
keinerlei Deckung auf, wenn auch die Kurvencharakteristik ähnlich ist, Abbildung 5-7 
unten. Anhand des Axialprofils lässt sich für die beiden ähnlichen Geschwindigkeitspro-
file feststellen, dass sich das Profil x/d = 10 im Gleichgewichtsbereich der Längsfluktua-
tionen befindet, während sich das Profil x/d = 5 stromauf davon befindet, Abbildung 5-8. 
Somit nehmen die Geschwindigkeitsprofile erwartungsgemäß stromaufwärts der Längs-
fluktuationen einen deckungsgleichen Zustand (Gleichgewicht des mittleren Strömungs-
feldes) ein. Ähnlich zum Freistrahl stellt sich dieser bei den Längsfluktuationen erst wei-
ter stromabwärts ein.51 
 
Abbildung 5-8: Abklingvorgang der Längsfluktuationen entlang der Strahlachse bei Red = 104  
                                               
51 Dieses Verhalten lässt sich bspw. auch beim Freistrahl beobachten [16, S. 581] und ist auf den 
Prozess der Ausbildung einer Gleichgewichtsstruktur zurückzuführen, was in [128, S. 140] an-
hand der Längsfluktuationen folgendermaßen beschrieben ist:  
„Wenn eine Reynolds-Spannung −u′v′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ und ein Gradient der gemittelten Geschwindigkeit ∂u̅/ ∂y 
vorhanden sind, so wird die insgesamt je Zeiteinheit erzeugte Turbulenzenergie, −u′v′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  ∂u̅/ ∂y, 
die also gleich der turbulenten Dissipation ε ist, vollständig den u′-Schwankungen zugeführt.“  
Aufgrund der Energiegleichung, deren Terme im Gleichgewicht einen konstanten Wert anneh-
men, kann ein Geschwindigkeitsgradient somit nicht am gleichen Ort zu einem Gleichgewichts-
zustand der mittleren Geschwindigkeit und der Längsfluktuationen führen. Dies erklärt die räum-
liche Verzögerung der selbst-ähnlichen Geschwindigkeits- und Fluktuationsprofile. 
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Abbildung 5-9: Radialprofile der Axialgeschwindigkeit (links) und Längsfluktuationen (rechts) für 
D/d = 48,1 und Red = 104  
Hinterer Strahlbereich 
Der hintere Strahlbereich schließt sich an den vorderen Strahlbereich an, der an der 
Position xS endet und durch die Krümmung des Geschwindigkeitsverlaufes gekenn-
zeichnet ist, Abbildung 5-5. Dieser Bereich lässt sich ebenfalls mit Hilfe der logarithmi-
schen Funktion (5.6) beschreiben. Dabei ist je Durchmesserverhältnis eine Anpassung 
der Koeffizienten gemäß dem in Abbildung 5-10 dargestellten Zusammenhang erforder-
lich. Dadurch ergibt sich ein Kurvenfit, der in guter Näherung das Verhalten der betrach-
teten Durchmesserverhältnisse beschreibt, Abbildung 5-5. Die Erkenntnis, ein bestimm-
tes Strömungsverhalten durch einen Kurvenfit annähern zu können, scheint zunächst 
nicht weiter überraschend. Jedoch tritt dabei die Abhängigkeit der Koeffizienten von dem 
Durchmesserverhältnis hervor. Denn mit steigendem Durchmesserverhältnis ist eine 
monotone Abnahme von a und eine monotone Zunahme von b festzustellen, die in bei-
den Fällen ebenfalls durch eine Funktion gemäß (5.6) dargestellt werden kann, Abbil-
dung 5-10. Allerdings ergibt ein Test zur Berechnung der Koeffizienten, dass sich der 
Kurvenfit sehr sensibel bzgl. der Koeffizienten erweist, was zu größeren Abweichungen 
führen kann. Daher bleibt eine Feinanpassung für die betreffende Strömung erforderlich. 
Dennoch bietet die funktionale Beschreibung der Koeffizienten eine Hilfestellung, da 
eine Vorauswahl gegeben ist, die eine spätere Feinanpassung erheblich vereinfacht. 
Die zuvor erläuterte Approximation be-
schreibt im Grunde die Krümmung der 
Stromlinien für den hinteren Strahlbe-
reich und das Ende des Wirbelgebie-
tes. Die dafür verwendete logarithmi-
sche Funktion erlaubt jedoch nicht die 
Beschreibung von Wendepunkten. Der 
Bereich vor und nach dem Wiederanle-
gepunkt wie auch die axiale Ausrich-
tung der Stromlinien können damit nicht 
erfasst werden, da die nach außen ge-
krümmten Stromlinien dort einen Wie-
deranlegepunkt aufweisen. Auch phä-
nomenologisch kann nicht erwartet 
werden, dass eine einfache, monoton 
steigende Funktion das Verhalten un-
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Abbildung 5-10: Einfluss des Durchmesserverhältnis-
ses auf die Koeffizienten des Kurvenfits für die hin-
tere Strahlströmung 
a = 2,32 - 0,485 ln(D/d)
b = -0,755 + 0,172 ln(D/d)
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terschiedlicher strömungsmechanischer Zusammenhänge wiederzugeben vermag. 
Denn im Umwandlungsbereich überlagern sich die Auflösung der Strahlströmung, das 
Ende des Wirbelgebietes und die Ausbildung der Rohrströmung.  
Umwandlungsbereich zur Rohrströmung 
Stromabwärts des hinteren Strahlberei-
ches setzt sich der Umwandlungsbe-
reich zur Rohrströmung (Bereich III) 
fort. Darin befindet sich das Ende des 
Wirbelgebietes, was durch den sog. 
Wiederanlegepunkt xR markiert wird, 
vgl. Abbildung 5-1 oben. Am Wiederan-
legepunkt verschwinden die Wand-
schubspannungen τW. Mit Hilfe der nu-
merischen Simulationen können die 
Wiederanlegepunkte bestimmt werden. 
(Es wird angenommen, dass das Rezir-
kulationsgebiet und der Wiederanlege-
punkt in guter Nährung berechnet wer-
den können, da die Validierungen zei-
gen, dass der begrenzte Strahl mit Hilfe 
der CFD in sehr guter Näherung be-
rechnet werden kann, vgl. Abschnitt 4.2.4 und Abbildung 5-3 oben.) Dafür ergibt sich ein 
leicht nicht-linearer Zusammenhang gemäß (5.11), Abbildung 5-11. 
 
 
𝑥𝑅
𝑑
≈ 2,3 ∙ 𝜋𝐷
5/4 (5.11) 
 
Normierung des Strahl- und Umwandlungsbereiches 
Im Folgenden soll mit Hilfe der numerischen Simulationen die Normierung des hinteren 
Strahlbereiches und des Umwandlungsbereiches untersucht werden. Dazu seien zu-
nächst folgende Überlegungen vorangestellt. Wie zuvor gezeigt, verhalten sich bei gro-
ßen Durchmesserverhältnissen die axialen und radialen Profile der Axialgeschwindigkeit 
und Längsfluktuationen im vorderen Strahlbereich deckungsgleich. Dabei wird die vom 
Freistrahl bekannte Normierung bzgl. der Düsengeschwindigkeit UJ und des Düsen-
durchmessers d angwendet. Die Versuchsergebnisse zeigen, dass mit zunehmendem 
Durchmesserverhältnis die absolute Geschwindigkeit am Ende des vorderen Strahlbe-
reiches abnimmt und die Länge des Strahlbereiches zunimmt. Daraus ergibt sich der 
Schluss, dass eine Normierung des hinteren Strahlbereiches bzgl. der Einlassrandbe-
dingungen UJ und d nicht zu einer Deckungsgleichheit führen kann.52 
Legt man jedoch die Überlegung zugrunde, dass sich die Auflösung des Wirbelgebietes 
und die Umwandlung zur Rohrströmung stromab des vorderen Strahlbereiches ähnlich 
zueinander verhält, so kann das Ende des vorderen Strahlbereiches xS als „Einlass“ in 
den hinteren Strahlbereich und die dort herrschende Axialgeschwindigkeit U0(xS) als 
„Einlassgeschwindigkeit“ angesehen werden. Als maßgebliches Strömungsphänomen 
für den hinteren Strahlbereich ist die Auflösung des Wirbelgebietes anzusehen, welche 
                                               
52 Es sei angemerkt, dass Gleiches auch für die Anwendung des Rohrdurchmessers D oder der 
Stufenhöhe h gilt. Beide stellen einen Geometrieparameter zu Beginn der Strömung dar. Bei Nor-
mierung ergibt sich mit steigendem D/d gleichermaßen ein Ansteigen des Strahlbereiches.  
 
Abbildung 5-11: Zusammenhang zwischen dem Wie-
deranlegepunkt xR und dem Durchmesserverhältnis 
D/d (CFD-Ergebnisse) 
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weiß (vgl. Abschnitt 2.1), können Strahlströmungen eine hohe Sensitivität gegenüber 
den Einlassrandbedingungen aufweisen. Diese werden im Allgemeinen durch die Aus-
prägung des Geschwindigkeitsprofils sowie des Turbulenzgrades charakterisiert und sol-
len im Folgenden auch für den begrenzten Strahl untersucht werden. Zu diesem Zweck 
werden die Ergebnisse aus zwei Versuchsreihen vorgestellt. Zuerst wird der Einfluss 
sich stetig verengender Düsen (engl.: smooth nozzle) betrachtet, wodurch sich ein recht-
eckiges Geschwindigkeitsprofil, eine dünne Scherschicht und ein geringer Turbulenz-
grad ergeben. Danach wird der Einfluss einer Rohrauströmung untersucht, wodurch sich 
im Vergleich ein turbulentes Geschwindigkeitsprofil und hoher Turbulenzgrad ergibt. Um 
vergleichbare Bedingungen gewährleisten zu können, werden die Versuche bei gleichen 
Ähnlichkeitskennzahlen von Red = 104 und D/d = 12,3 durchgeführt. 
 
Abbildung 5-14: Spektren im Strahlrand (x/d = 20; r/d = 2) des begrenzten Strahls für D/d = 12,3 (LDA-
Ergebnis, S+H mit Refinement) 
Düsenkontraktion 
Im Rahmen dieser Versuchsreihe werden drei Düsen untersucht, deren Kontraktions-
verhältnis sich von K = 10 jeweils verdoppelt. Dieses gibt gemäß (5.12) das Verhältnis 
des Durchmessers der Beruhigungskammer DBK zum Düsendurchmesser d an.  
 
 𝐾 =
𝐷𝐵𝐾
𝑑
 (5.12) 
 
Anhand des axialen Geschwindigkeitsprofils lässt sich ab dem Beginn der vorderen 
Strahlströmung (x/d > 4) kein Einfluss der Düsenkontraktion erkennen, da sich ein de-
ckungsgleicher Verlauf der Profile ergibt, Abbildung 5-15 links. Diese können mittels der 
Freistrahl-Gleichung (5.9) mit C1 = 4,8 und x0/d = 1 sowie des Kurvenfits (5.6) mit 
a = 1,11 und b = −0,3 beschrieben werden. Deutlicher wird der Einfluss der Düsenkon-
traktion anhand der Längsfluktuationen, Abbildung 5-15 rechts. Dabei lässt sich mit stei-
gender Düsenkontraktion eine Zunahme der Längsfluktuationen in der Mitte der Kern-
strömung beobachten, was sich bis zum Ende der Kernströmung fortsetzt. Mit steigender 
Düsenkontraktion nehmen die Längsfluktuationen im Potentialkern erwartungsgemäß 
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ab, S. 138 Abbildung 5-16 unten. Ebenso nimmt die Scherschichtbreite ab, wodurch der 
Geschwindigkeitsgradient ∂U/∂y wächst und infolge dessen die Normalspannungen in 
der Scherschicht zunehmen.53 Mit Beginn des vorderen Strahlbereichs bei x/d > 4 wei-
sen auch die Längsfluktuationen einen nahezu deckungsgleichen Verlauf auf. 
 
Abbildung 5-15: Einfluss der Düsenkontraktion auf die Axialgeschwindigkeit (links) und den Turbulenz-
grad (rechts) entlang der Strahlachse (Red = 104; D/d = 12,3)  
Weiter lässt sich anhand der Axialprofile auf einen Einfluss im Umwandlungsbereich 
schließen, da sich am Ende des Wirbelgebietes bei x/d = 40 ein Einfluss auf die Axial-
geschwindigkeit und Längsfluktuationen feststellen lässt. Dazu können die Radialprofile 
an x/d = 40 hinzugezogen werden, vgl. ausgefüllte Symbole in Abbildung 5-15. Denn 
während sich am Ende der vorderen Strahlströmung (x/d = 20, S. 138 Abbildung 5-16 
mittlere Reihe) noch deckungsgleiche Radialprofile ergeben, stellt sich am Ende des 
Wirbelgebietes bei x/d = 40 mit steigendem Kontraktionsverhältnis ein ausgeprägteres 
Strahlprofil und höhere Längsfluktuationen ein, S. 138 Abbildung 5-16 mittlere Reihe. 
Dies kann auf den mündungsnahen Bereich zurückgeführt werden, wo durch eine ab-
nehmende Kontraktion eine breitere Scherschicht und somit höhere Längsfluktuationen 
hervorgerufen werden, die eine Strahlauflösung begünstigen. Infolge dessen bilden sich 
auch in der Strahlflanke  höhere Längsfluktuationen aus (vgl. S. 138 Abbildung 5-16 
Mitte rechts), die eine Strahlaufweitung am Ende des Wirbelgebietes fördern und so den 
Übergang zur Rohrströmung begünstigen. Wie die Versuche zeigen, wird bei kleinster 
Kontraktion der Beginn der Rohrströmung um eine Länge von etwa 10 d stromaufwärts 
verschoben, vgl. rot ausgefüllte Symbole in Abbildung 5-15 links. 
 
                                               
53 Hinweis: Während sich in der Freistrahl-Versuchsanordnung kurz stromab der Düsenmündung 
bei x/d = 0,7 kaum Strömungsunterschiede messen lassen (vgl. Abbildung 3-2), weist der be-
grenzte Strahl in der Kernströmung bei x/d = 2 eine erhebliche Abhängigkeit zur Düsenkontrak-
tion auf. Aufgrund des optischen Aufbaus konnten für den begrenzten Strahl im Bereich x/d < 2 
keine Radialprofile gemessen werden. 
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Abbildung 5-16: Einfluss der Düsenkontraktion auf die Axialgeschwindigkeit (linke Spalte) und Längs-
fluktuationen (rechte Spalte) quer zur Strahlachse an den Positionen x/d = 40 (obere Reihe), x/d = 20 
(mittlere Reihe) und x/d = 2 (untere Reihe) bei Red = 104 und D/d = 12,3  
Rohrausströmung 
Im Rahmen der nachfolgenden Betrachtung wird eine Düsen- mit einer Rohrausströ-
mung bei Red = 104 verglichen. Für die Düsenausströmung wird eine sich stetig veren-
gende Düse mit einem Durchmesser von d = 6,45 mm bei K = 21,7 herangezogen. Für 
die Rohrausströmung wird ein Rohr mit d = 6,03 mm und Länge l/d = 13,2 gewählt und 
stromabwärts einer sich stetig verengenden Düse mit K = 23,2 angeordnet. Dazu wird 
die äußere Begrenzung so gewählt, dass vergleichbare Durchmesserverhältnisse resul-
tieren. Für die Düse gilt D/d = 12,3, für das Rohr gilt D/d = 13,2.  
Infolge der Rohrausströmung ist im Vergleich zur Düsenausströmung eine geringere 
Auflösung der Strahlflanke, ein ausgeprägteres Geschwindigkeitsprofil und eine dünnere 
Scherschicht in der Kernströmung zu beobachten, S. 142 Abbildung 5-19. Aufgrund des 
Rohrprofils bildet sich in der Mündung eine höhere Achsgeschwindigkeit aus, weshalb 
im Kernbereich ebenfalls eine höhere Achsgeschwindigkeit herrscht, Abbildung 5-17 
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links. Anders als bei den Düsenausströmungen (vgl. Abbildung 5-15 links) setzen sich 
die geringeren Längsfluktuationen der Rohrausströmung über den Kernbereich hinaus 
bis zum Maximum fort, Abbildung 5-17 rechts. Für den hinteren Strahl- und Umwand-
lungsbereich kann festgestellt werden, dass sich die Strömung nahezu deckungsgleich 
verhält. Dabei kann die Axialgeschwindigkeit wieder mit Hilfe des Kurvenfits (5.6) be-
schrieben werden, wobei für die Rohrströmung der Koeffizient a entsprechend anzupas-
sen ist, was eine Parallelverschiebung bedeutet. Daraus ergibt sich, dass der hintere 
Strahlbereich (x/d > 15) beider Strömungen eine ähnliche Charakteristik aufweist. Da 
zum Ende des vorderen Strahlbereichs beide Strömungen eine ähnliche hohe Axialge-
schwindigkeit aufweisen, muss die Geschwindigkeitsabnahme im vorderen Strahlbe-
reich bei der Rohrausströmung schneller erfolgen. Beide Strömungen können mittels 
Freistrahl-Gleichung (5.9) beschrieben werden, wobei für die Rohrausströmung der vir-
tuelle Nullpunkt zu x0/d = −0,6 angepasst werden muss, die Integrationskonstante C1 ist 
jedoch gleich.  
 
Abbildung 5-17: Einfluss der Düsenform auf die Axialgeschwindigkeit (links) und den Turbulenzgrad 
(rechts) entlang der Strahlachse (Red = 104; D/d = 12,3)  
Darüber hinaus lässt sich für den Kernbereich zeigen, dass der Verlauf der Axialge-
schwindigkeit mittels einer einfachen Geraden-Gleichung gemäß (5.13) beschrieben 
werden kann. Damit lässt sich auch die Zunahme der Längsfluktuationen beschreiben, 
wobei durch die Anpassung des Koeffizienten a eine Parallelverschiebung vorzunehmen 
ist. Somit wird ersichtlich, dass die Charakteristik der Längsfluktuationen beider Ausströ-
mungen ähnlich ist, da sich die Zunahme, das Maximum und der Abklingprozess ähneln. 
 
 
𝑈0(𝑥)
𝑈𝐽
= 𝑎 + 𝑚 ∙
𝑥
𝑑
 (5.13) 
 
Abschließend soll der Einfluss auf die spektralen Eigenschaften untersucht werden. Für 
beide betrachteten Einlassbedingungen ähneln sich die Spektren in Düsennähe 
(x/d = 5), im Strahlbereich (x/d = 20) und im Umwandlungsbereich (x/d = 40), S. 141 Ab-
bildung 5-18. In Düsennähe, wo vor allem die Strahlmitte noch nicht von Turbulenz er-
fasst ist bzw. die turbulenten Strukturen nicht vollständig ausgebildet sind, bilden sich 
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Achssymmetrie wären durch Messungen der Querkomponenten v, vꞌ, w und wꞌ sowie 
der Reynoldsspannungen uꞌvꞌ zu erreichen. Der hintere Strahlbereich weist keine selbst-
ähnlichen Eigenschaften auf, jedoch konnte eine Normierung der Axialprofile durch Be-
rücksichtigung des Wirbelgebietes gefunden werden.  
Im Übergang zwischen vorderem zu hinterem Strahlbereich wurde im Strahlrand 
(x/d = 20 und r/d = 2) ein schmalbandiges Maximum im Spektrum des Geschwindigkeits-
signals beobachtet. Dafür lässt sich eine Ähnlichkeit der dominanten Frequenz beobach-
ten, da sich eine konstante Strouhal-Zahl in Abhängigkeit zur Düsen-Reynolds-Zahl und 
den Einlass-Profilen ergibt. Als Ursache wird ein Pulsieren des Wirbelgebietes vermutet. 
Weiterführend wären Nachweise durch andere Messverfahren, bspw. Particle-Image-
Velocimetry (PIV, engl.) oder Hitzdrahtanemometrie, sinnvoll. Mittels PIV könnten z.B. 
Erkenntnisse zum Strömungsfeld generiert werden, die ein besseres räumliches Ver-
ständnis schaffen könnten.  
 
Abbildung 5-18: Leistungsspektraldichte der Düsen- und Rohrausströmung an den Positionen x/d = 5 
und r/d = 0 (unten links), x/d = 5 und r/d = 0,5 (unten rechts), x/d = 20 und r/d = 0 (Mitte links), x/d = 20 
und r/d = 2 (Mitte rechts), x/d = 40 und r/d = 0 (oben links), x/d = 40 und r/d = 4 (oben rechts) bei 
Red = 104 (S+H mit Refinement, variable Fensterung, TP-Filter = 10∙fc)   
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Abbildung 5-19: Einfluss der Düsengestaltung auf die Axialgeschwindigkeit (linke Spalte) und Längsfluk-
tuationen (rechte Spalte) quer zur Strahlachse an den Positionen x/d = 40 (obere Reihe), x/d = 30 
(2. Reihe von oben), x/d = 20 (3. Reihe von oben), x/d = 10 (3. Reihe von unten), x/d = 5 (2. Reihe von 
unten) und x/d = 2 (untere Reihe) bei Red = 104; D/d = 12,3 
0
0,01
0,02
0,03
0,04
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
U
(r
)/U
J
0,00
0,01
0,02
0,03
0,04
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
(u
'u
')1
/2
/U
J
-0,05
0
0,05
0,1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
U
(r
)/U
J
0,00
0,02
0,04
0,06
0,08
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
(u
'u
')1
/2
/U
J
-0,1
0
0,1
0,2
0,3
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
U
(r
)/U
J
0,00
0,02
0,04
0,06
0,08
0,10
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
(u
'u
')1
/2
/U
J
-0,2
0
0,2
0,4
0,6
0,8
0 0,2 0,4 0,6 0,8
U
(r
)/U
J
0,00
0,05
0,10
0,15
0 0,2 0,4 0,6 0,8
(u
'u
')1
/2
/U
J
-0,2
0
0,2
0,4
0,6
0,8
1
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
U
(r
)/U
J
0,00
0,05
0,10
0,15
0,20
0,25
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
(u
'u
')1
/2
/U
J
-0,2
0
0,2
0,4
0,6
0,8
1
1,2
0 0,1 0,2 0,3
U
(r
)/U
J
r/R
Düse
Rohr
0,00
0,05
0,10
0,15
0,20
0 0,1 0,2 0,3
(u
'u
')1
/2
/U
J
r/R



 146 
 
das kritische Längenverhältnis, oberhalb dessen sich kein Gesamtstrahl ausbildet, un-
abhänig vom Durchmesserverhältnis zu sein.  
Im Gegensatz dazu stellt sich bei der Einzelstrahlströmung entlang der Lauflänge keine 
Vereinigung der einzelnen Strahlen ein, Abbildung 5-22 unten. Die Strömung ist durch 
eine abrupte Auflösung der einzelnen Strahlen gekennzeichnet, die in kurzem Abstand 
zu einem Übergang zur Rohrströmung führt. Dazu bedarf es eines ausreichend großen 
Längenverhältnisses A/d und eines ausreichend kleinen Durchmesserverhältnisses D/d. 
Dabei beeinflussen sich das Längen- und Durchmesserverhältnis gegenseitig, so dass 
sich bspw. das notwendige Längenverhältnis reduzieren lässt, wenn das Durchmesser-
verhältnis entsprechend klein ist, vgl. Abschnitt 5.2.4.  
Als eine Art Übergangsströmung zwischen der Gesamt- und Einzelstrahlströmung kann 
die sog. Vereinigungsstrahlströmung angesehen werden, Abbildung 5-22 Mitte. In Dü-
sennähe weist diese Strömung seprate Strahlen auf, die mit zunehmender Lauflänge 
eine stärkere Krümmung erfahren und sich aufgrund der Strahlaufweitung weiter strom-
abwärts zu einem Strahlbündel zusammenschließen, der sog. Vereinigung. Somit ähnelt 
das Strömungsgebiet stromauf der Vereinigung der Einzelstrahlströmung und stromab 
der Gesamtstrahlströmung. Der wesentliche Unterschied zu den beiden anderen Grund-
strömungen ist, dass die numerische Simulation des Problems eine stark instationäre 
Lösung der URANS-Gleichungen ergibt, welche zudem einen periodischen Charakter 
aufweist. Dies äußert sich bspw. durch eine starke Pendelbewegung des Strahlbereichs. 
Diese Grundströmung lässt sich für ein Längenverhältnis oberhalb des Grenzwertes der 
Gesamtstrahlströmung und für ein Durchmesserverhältnis oberhalb des Grenzwertes 
der Einzelstrahlströmung beobachten, vgl. Abschnitt 5.2.4.  
Phänomenologische Betrachtung 
Es stellt sich nun die Frage, welche strömungsmechnische Wirkungsweisen den drei 
Grundströmungsarten zugrunde liegen. Ausgehend vom Freistrahl ist gemeinhin be-
kannt, dass dem Strahl der Umgebungsdruck von außen aufgeprägt wird. Diese An-
nahme gilt bei Interaktion eines Strahls mit einer Wand oder mit einem anderen Strahl 
nicht mehr. So ist vom begrenzten Strahl bekannt, dass an dessen düsennahen Rand 
Fluid aus dem Rezirkulationsgebiet eingesaugt wird (sog. induzierte Strömung). Dadurch 
bildet sich im düsennahen Randbereich ein Unterdruck-Gebiet aus, das sich stromab-
wärts ausgleicht. Ähnliches ist bei Anordnung eines (ebenen) Strahls parallel zu einer 
ebenen Wand zu beobachten. Jedoch bewirkt in diesem Fall das Unterdruck-Gebiet eine 
Anziehungskraft auf den Strahl und schließlich dessen Anlegung an die Wand.56 Aus 
Untersuchungen zu zwei parallel angeordneten ebenen Strahlen ist bekannt, dass sich 
zwischen den Strahlen in der Düsennähe ein Rezirkulationsgebiet ausbildet, in dem ein 
Unterdruck gegenüber der Umgebung herrscht, der sog. sub-atmosphärische Druckbe-
reich [80, S. 272], [88]. 
Somit lässt sich die Gesamtstrahlströmung dadurch erklären, dass der Strahlabstand A 
hinreichend klein ist, dass sich zwischen den Strahlen ein Unterdruckgebiet ausbildet, 
was zu einer nach innen gerichteten Krümmung der äußeren Strahl-Stromlinien führt. 
Dabei ist die äußere begrenzende Wand so weit entfernt, dass deren Unterdruck-Wir-
kung klein gegenüber der der Strahlen ist. Die Einzelstrahlströmung entsteht genau aus 
dem umgekehrten Effekt. Hierbei ist der Abstand der Strahlen zur äußeren Wand so 
klein, dass die Kraftwirkung des so entstehenden Unterdruck-Gebiets die der Strahlen 
untereinander überwiegt. Dadurch wird eine Krümmung der Stromlinien nach außen hin 
                                               
56 Dieser Effekt wird in [34, S. 2] als Coanda-Effekt bezeichnet. Allerdings versteht man darunter 
eher die Fähigkeit eines Strahls, einer konvex gekrümmten Oberfläche folgen zu können [102, S. 
90]. Oftmals bestehen auch überlagernde Einflüsse, wie bspw. thermischer Auftrieb, die zu einem 
Anlegen des Strahls führen [66], [67]. 
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bewirkt, so dass sich der Strahl schließlich an die Wand anlegt. Zudem wird dadurch 
eine Vereinigung der Strahlen unterbunden, was zu der abrupten Auflösung der Strahlen 
führt. Die Vereinigungsstrahlströmung wird als Übergangsströmung von beiden Mecha-
nismen geprägt. Im mündungsnahen Bereich stromauf der Vereinigung ist die Anzie-
hungskraft der Strahlen aber auch die der äußeren Wand zu schwach gegenüber der 
Impulskraft der einzelnen Strahlen, was zu einer geringen bis vernachlässigbaren Strahl-
krümmung führt. Mit zunehmender Lauflänge schreitet die Strahlauflösung voran, der 
Strahlimpuls nimmt ab, die Anziehungskraft der Strahlen nimmt zu und führt so zur Ver-
einigung der Strahlen. Der so gebildete Strahl verhält sich nun ähnlich dem begrenzten 
Strahl. Dabei nimmt die Anziehungskraft der äußeren Wand zu, was den Strahl zu einer 
Anlegung treibt. Dieser Bereich verhält sich äußerst instabil, was sich bei der numeri-
schen Simulation anhand der Pendelbewegung des vereinigten Strahls äußert und in 
der Folge zu Druckschwankungen an der äußeren Wand führt.  
Der Einfluss des Unterdruckgebie-
tes lässt sich anschaulich anhand 
der Einzelstrahlströmung zeigen, 
Abbildung 5-23. Der zentrische 
Strahl weist im Umfang eine nahezu 
rotationssymmetrische Verteilung 
des statischen Drucks auf. Die äu-
ßeren Strahlen hingegen weisen 
stromab der Mündung zwischen 
3 < x/d < 6 an ihrer Außenseite ei-
nen niedrigeren Druck als an ihrer 
Innenseite auf, was in Abbildung 
5-23 durch blau-transparente Isoflä-
chen dargestellt ist. Dies bewirkt 
eine leicht nach außen gerichtete 
Kraftwirkung auf die äußeren Strah-
len und somit eine nach außen ge-
richtete Krümmung der Strahlach-
sen. Zwischen den Strahlen 
herrscht im Vergleich dazu ein hö-
herer Druck. Die numerische Simu-
lation dieser Strömung liefert eine 
quasi-stationäre Lösung der URANS-Gleichungen mit einer stabilen Strahlform. 
Eine Betrachtung der vorgestellten Phänomene mittels analytischer Modelle ist derzeit 
ausstehend. Zwar ist für die Berechnung von Freistrahlen ein Gleichungssystem bekannt 
und es existieren Lösungen oder Nährungslösungen für spezielle Fälle des Freistrahls 
[34, S. 4 ff.], jedoch helfen die dabei entwickelten Methoden zur Berechnung des Ein-
flusses der Außenströmung oder von Berandungen bei den vorliegenden Problemen 
nicht weiter, weil damit nur ein Strahl berücksichtigt werden kann. Zur Strömung zweier 
oder mehrerer paralleler Strahlen ist bisher kein vergleichbares Gleichungssystem noch 
eine Lösung dessen bekannt, vgl. Abschnitt 2. Ein Ansatz zur Entwicklung eines Glei-
chungssystems könnte in der Weiterentwicklung des sog. blending model (engl.) aus 
[88] liegen. Dieses Modell bietet die Möglichkeit, den Verlauf der Strahlachse zweier 
parallel angeordneter ebener Strahlen im mündungsnahen Bereich analytisch zu be-
rechnen, jedoch mit Hilfe empirischer Daten. 
Geschwindigkeits- und Turbulenzfeld 
Anhand des Axialgeschwindigkeitsverlaufes entlang der Rohrachse lassen sich die Ein-
zel- und Gesamtstrahlströmung unterscheiden, Abbildung 5-24 oben links. Während sich 
 
Abbildung 5-23: Druckverteilung im Randbereich der 
Kernströmung des Einzelstrahls (Isoflächen dargestellt 
für Bezugsdruck p = −505 Pa, Referenzdruck der nume-
rischen Simulation beträgt p = 101.325 Pa) 
 148 
 
beide Strömungen im düsennahen Bereich bis etwa x/d = 10 ähneln, nimmt bei der Ein-
zelstrahlströmung die Axialgeschwindigkeit stromabwärts rapide ab, so dass der Um-
schlag zur Rohrströmung im Bereich von x/d = 20 erfolgt. Dem gegenüber nimmt die 
Axialgeschwindigkeit bei der Gesamtstrahlströmung aufgrund des Zusammenschlusses 
der einzelnen Strahlen weniger stark ab. Ähnlich zum begrenzten Strahl bildet sich an 
der Wand ein toroidales Rezirkulationsgebiet aus, weshalb bis weit stromabwärts eine 
strahlartige Strömung aufrecht erhalten bleibt. Der Umschlag zur Rohrströmung erfolgt 
bei etwa x/d = 40. Die Vereinigungsstrahlströmung stellt einen Übergang zwischen die-
sen beiden Grundströmungen dar. Im düsennahen Bereich ähnelt der Axialgeschwindig-
keitsverlauf der Einzelstrahlströmung, da dort die Strahlachsen keine nach innen gerich-
tete Krümmung aufweisen und so der Strahlzerfall begünstigt ist. Stromabwärts, im Be-
reich des Übergangs zur Rohrströmung (30 < x/d < 50), ähnelt es der Gesamtstrahlströ-
mung. Zwischen dem düsennahen und dem Übergangsbereich zur Rohrströmung 
(15 < x/d < 30) weist die Vereinigungsstrahlströmung eine nahezu konstante Axialge-
schwindigkeit in der Rohrmitte auf. Eine weitere Besonderheit stellt der Bereich x/d > 50 
dar, hier ergibt sich im zeitlichen Mittel eine Rückströmung auf der Strahlachse. Die Ur-
sache dafür liegt in der starken Pendelbewegung des Vereinigungsstrahls, weshalb die 
Rückströmung bis in die Rohrmitte hineinragt. 
 
Abbildung 5-24: Geschwindigkeit (oben links), Turbulenzgrad (oben rechts), instationäre Schwankungen 
(unten links) und Längsfluktuationen (unten rechts) entlang der Achse des zentrischen Strahls; CFD 
Ähnlich der zuvor diskutierten mittleren Axialgeschwindigkeit lassen sich die Gesamt- 
und Einzelstrahlströmung auch anhand des axialen Turbulenzgrades unterscheiden, Ab-
bildung 5-24 oben rechts. Dabei ist die Auflösung der Kernströmung bei allen Grundströ-
mungen durch ein lokales Maximum bei etwa x/d = 5 gekennzeichnet. Weiter stromab-
wärts nimmt der Turbulenzgrad der Einzelstrahlströmung stark ab. Dem gegenüber weist 
die Gesamtstrahlströmung ein weiteres charakteristisches lokales Maximum bei etwa 
x/d = 20 auf, was die Auflösung des Gesamtstrahles markiert. Dadurch ergibt sich ein 
signifikanter Unterschied, denn weiter stromabwärts weist die Gesamtstrahlströmung ei-
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Druckfeld 
Das Druckfeld der Grundströmungen weist ebenso wie das Geschwindigkeitsfeld prinzi-
pielle Unterschiede auf. So lassen sich die Gesamt- und Einzelstrahlströmung anhand 
des axialen Verlaufes des Druckbeiwertes gemäß (5.20) mit dem mittleren statischen 
Druck P und der Düsengeschwindigkeit UJ, eindeutig unterscheiden.57 Im mündungsna-
hen Bereich (x/d < 10) weist die Einzelstrahlströmung ein starkes Unterdruckgebiet auf, 
dass sich aufgrund der schnellen Strahlauflösung bis x/d = 20 ausgleicht, Abbildung 5-26 
links. Ein deutlich geringerer Unterdruck kann für den Gesamtstrahl festgestellt werden, 
der sich bis weit stromabwärts fortsetzt. Dabei ist der langsamere Ausgleich auf die 
Strahlvereinigung zurückzuführen, wodurch sich das Strahlprofil des Gesamtstrahls weit 
stromabwärts fortsetzt. Auch die instationären Druckschwankungen pꞌ können als Druck-
beiwert gemäß (5.21) dargestellt werden. Diese unterscheiden sich bei Einzel- und Ge-
samtstrahl um mehr als 2 Größenordnungen, Abbildung 5-26 rechts. Der Vereinigungs-
strahl weist dabei ähnlich wie der Gesamtstrahl hohe Druckschwankungen auf. Bezogen 
auf die Strömungsbedingungen in der Düsenmündung betragen die Druckschwankun-
gen kleiner 1% und sind damit um etwa eine Größenordnung geringer als die Geschwin-
digkeitsschwankungen.58 Die instationären Druckschwankungen des Einzelstrahls sind 
hingegen vernachässigbar gering. 
 𝑐𝑝 = 𝜇(𝑝) ∙ (
𝜌
2
𝑈𝐽
2)
−1
 (5.20)  𝑐𝑝′ = 𝜎(𝑝) ∙ (
𝜌
2
𝑈𝐽
2)
−1
 (5.21) 
 
 
Abbildung 5-26: Mittlerer Druck (links) und Standardabweichung der instationären Druckschwankungen 
(rechts) entlang der Rohrachse; CFD-Ergebnisse 
Instationäre Schwankungen im Geschwindigkeits- und Druckfeld 
Abschließend soll auf die Frage eingegangen werden, ob aus den instationären Schwan-
kungen des Geschwindigkeitsfeldes auf die des Wanddruckes geschlossen werden 
kann. Dazu werden die Axialprofile der instationären Geschwindigkeits- und Druck-
schwankungen entlang der Rohrachse, der Achse des äußeren Strahls und in unmittel-
barer Wandnähe betrachtet, Abbildung 5-27. Anhand der instationären Lösung der nu-
merischen Simulation lässt sich zeigen, dass sich die instationären Schwankungen im 
                                               
57 Der Druck kann analog zu (3.19) ebenso als Mittel- und Schwankungswert aufgefasst werden. 
58 Mit Bezug auf die Motivation der vorliegenden Arbeit ─ die Untersuchung von Strömungsein-
flüssen auf die Messgenauigkeit hochpräziser Bypass-Durchflussmessgeräte ─ ist Folgendes zu 
bachten: Die Messgenauigkeit derartiger Messgeräte beträgt i.d.R. kleiner 1 %. Damit besitzen 
die Druckschwankungen der Gesamt- und Vereinigungsstrahlströmung eine ähnliche Größen-
ordnung und somit ein Potential für messbare Geschwindigkeitsschwankungen in einem Bypass. 
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Die Gesamtstrahlströmung stellt den Grenzfall für kleine Strahlabstände dar, wo sich 
aufgrund eines lokalen Unterdruckgebietes eine Krümmung der äußeren Strahlen hin 
zur Rohrachse einstellt, die sich in der Folge zusammenschließen und so eine stabile 
Strömung ausbilden, Abbildung 5-29 a. Die Einzelstrahlströmung stellt den Grenzfall für 
große Strahlabstände dar. Dabei übt die begrenzende Wand eine Anziehungskraft auf 
die äußeren Strahlen aus, so dass ein Zusammenschluss unterbunden und eine stabile 
Strömung von einzelnen Strahlen mit Rezirkulationsgebiet um den zentrischen Strahl 
herum entsteht, Abbildung 5-29 g und h. Die Vereinigungsstrahlströmung bildet den 
Übergang zwischen beiden Grenzfällen, Abbildung 5-29 b bis f. Ausgehend von einer 
Gesamtstrahlströmung kann bei Vergrößerung des Strahlabstandes A zunächst noch 
ein Zusammenschluss der Strahlen im Übergangsbereich von Kern- zu Strahlströmung 
beobachtet werden. Dieser Zustand erweist sich als instabil, wobei sich ein starkes Pen-
deln des Strahls einstellt bzw. eine instationäre Strömung berechnet wird. 
Mit Hilfe der numerischen Simulation wurden verschiedene Strahlabstände und Durch-
messerverhältnisse berechnet. Bei der Betrachtung des Strömungsfeldes oder der Axi-
alprofile können diese Strömungen qualitativ jeweils einer der drei Grundströmungen 
zugeordnet werden. Damit stellt sich die Frage nach einem geeigneten Kriterium, wel-
ches eine möglichst eindeutige aber auch einfache Zuordnung zu einer der Grundströ-
mungen erlaubt. Dazu muss der Vergleich von einem 2D-Feld oder einem Profil auf eine 
punktuelle Betrachtung reduziert werden. Eine geeignete Position stellt der Bereich zwi-
schen der Kern- und Rohrströmung bei r = 0 und x/d = 30 dar. Dort unterscheiden sich 
die Grundströmungen am deutlichsten voneinander. Als Messwert wird zunächst die Axi-
algeschwindigkeit betrachtet, Abbildung 5-30 oben. Bei geringem Strahlabstand ergeben 
sich für alle Durchmesserverhältnisse maximale Werte, die mit wachsendem Strahlab-
stand abnehmen. Bei größeren Durchmesserverhältnissen D/d ≥ 19 bildet sich ein loka-
les Minimum aus, dass die Vereinigungsstrahlströmung markiert. Der Anstieg bei weiter 
steigendem Strahlabstand deutet auf den Übergang zur Einzelstrahlströmung hin.  
Damit wird klar, dass sich alleine durch die Axialgeschwindigkeit zwar bekannte Effekte 
erklären lassen, eine eindeutige Zuordnung jedoch nicht möglich ist. Dies gelingt, wenn 
man die instationären Schwankungen der Axialgeschwindigkeit hinzuzieht. Denn ein Ef-
fekt, den alle Geometrien gemein haben, ist, dass mit dem Übergang zur Einzelstrahl-
strömung die instationären Schwankungen stark absinken. Damit kann bei konstantem 
Durchmesserverhältnis und mit steigendem Strahlabstand aus einem Abfall der instati-
onären Schwankungen auf die Einzelstrahlströmung geschlossen werden, blauer Rah-
men in Abbildung 5-30 unten. Die betrachteten Geometrien haben ebenfalls gemein, 
dass die Vereinigungsstrahlströmung sehr hohe instationäre Schwankungen hervorruft. 
Somit kann bei kleineren bis mittleren Strahlabständen aus den hohen instationären 
Schwankungen auf die Vereinigungstrahlströmung geschlossen werden, grüner Rah-
men in Abbildung 5-30 unten.  
Schwieriger gestaltet sich die Differenzierung zwischen Vereinigungs- und Gesamt-
strahlströmung, denn Letztere weist bei kleinen Durchmesserverhältnissen vernachläs-
sigbare Schwankungen auf, die jedoch mit steigendem Durchmesserverhältnis zuneh-
men und bei großen Durchmesserverhältnissen den Schwankungen der Vereinigungs-
strahlströmung entsprechen. Als mögliche Ursache dafür kommt der Einfluss des Durch-
messerverhältnisses auf das stromabwärts gelegene Strömungsgebiet in Frage, was im 
nachfolgenden Abschnitt näher untersucht wird.  
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Abbildung 5-30: Axialgeschwindigkeit (oben) und instationäre Geschwindigkeitsschwankungen (unten) an 
der Position r = 0 und x/d = 30 bei Red = 104; CFD-Ergebnisse  
Rohrdurchmesser 
Der Rohrdurchmesser wird im Rahmen der Ähnlichkeitstheorie durch das Durchmesser-
verhältnis πD berücksichtigt, dessen Einfluss mit Hilfe der numerischen Simulation nach-
folgend untersucht wird. Wie bereits aus Abbildung 5-30 zu erkennen ist, besitzt das 
Durchmesserverhältnis einen Einfluss auf die Ausbildung der Gesamt- und Einzelstrahl-
strömung, da der Umschlag zur Rohrströmung in Abhängigkeit zum Durchmesserver-
hältnis erfolgt. Anhand der Axialgeschwindigkeitsprofile lässt sich für den Gesamtstrahl 
nachweisen (Abbildung 5-31 links), dass sich der düsennahe Bereich bis etwa x/d = 10 
unabhängig vom Durchmesserverhältnis verhält. Dies entspricht dem Bereich, in dem 
der Zusammenschluss der einzelnen Strahlen stattfindet. Weiter stromabwärts unter-
scheiden sich die Axialprofile. Als Ursache dafür ist der Übergang zur Rohrströmung zu 
sehen, der bei kleineren Durchmesserverhältnissen aufgrund des stärkeren Wandein-
flusses schneller erfolgt. So weist das Profil D/d = 11,9 ab etwa x/d > 70 eine nahezu 
konstante Axialgeschwindigkeit auf, was auf eine Rohrströmung schließen lässt. Somit 
besitzt das Durchmesserverhältnis erst nach dem Zusammenschluss der Strahlen einen 
Einfluss auf das Strömungsgebiet, der auf den Übergang zur Rohrströmung zurückzu-
führen ist.  
Auch bei dem Einzelstrahl erfolgt der Übergang zur Rohrströmung für kleinere Durch-
messerverhältnisse weiter stromaufwärts, was sich durch den starken Abfall der Axial-
geschwindigkeit äußert. So kann aus dem Profil D/d = 11,9 auf einen Übergang zwi-
schen 10 < x/d < 20 geschlossen werden, Abbildung 5-31 rechts. Bei einem großen 
Durchmesserverhältnis erfolgt der Übergang erst wesentlich weiter stromabwärts, bspw. 
für D/d = 77,6 zwischen 80 < x/d < 100. Dabei kann zwischen 5 < x/d < 60 ein ausge-
prägter Strahlbereich erkannt werden. Dieser ähnelt dem Freistrahl und lässt sich mit 
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C1 = 6 und x0 = 0 durch das vom Freistrahl bekannte Gesetz gemäß (5.9) sehr gut be-
schreiben. Die Besonderheit der Einzelstrahlströmung gegenüber der Gesamt- und Ver-
einigungsstrahlströmung ist, dass die einzelnen Strahlen ohne einen Zusammenschluss 
zerfallen und in die Rohrströmung übergehen. Daher macht es Sinn, diese als separate 
Strahlen zu betrachten. Zudem lässt deren Ähnlichkeit zum Freistrahl vermuten, dass 
dort eine ähnliche Strömungsmechanik wie beim Freistrahl herrscht.  
 
Abbildung 5-31: Einfluss des Durchmesserverhältnisses auf den Gesamtstrahl (links) und den Einzelstrahl 
(rechts) anhand der Axialgeschwindigkeitsprofile entlang der Rohrachse; CFD-Ergebnisse 
 
Führt man das Verhältnis der beiden Kenn-
zahlen πD und πA gemäß (5.22) ein, so lässt 
sich zeigen, dass eine Einzelstrahlströmung 
ab einem Verhältnis von D/A ≈ 3 eintritt, Ab-
bildung 5-32. Dabei nimmt das Mindest-Ver-
hältnis von D/A mit steigendem Durchmes-
serverhältnis von D/A = 3,3 auf 2,4 leicht ab. 
Außerdem ist es logisch, das Verhältnis von 
Rohrdurchmesser zu Strahlabstand zu be-
trachten, denn mit steigendem Strahlabstand 
nimmt zugleich der Abstand von Strahl zu 
Wand ab. Dadurch reduziert sich der Einfluss 
des Unterdruckgebietes zwischen den Strah-
len, während sich zugleich der Einfluss des 
Unterdruckgebietes zwischen Strahl und 
Wand erhöht. Somit steht ein Zusammen-
hang zur Charakterisierung der Einzelstrahlströmung zur Verfügung, der zur Weiterent-
wicklung des Kennzahlensatzes herangezogen werden kann.59 
 
 
𝜋𝐷
𝜋𝐴
=
𝐷
𝐴
 (5.22) 
 
                                               
59 Die in Abschnitt 5.2.1 hergeleiteten Kennzahlen beruhen auf einer formalen Annahme von Ge-
ometrie-, Strömungs- und Stoffgrößen. Dabei wurden keinerlei strömungsmechanische Gesetz-
mäßigkeiten oder Beobachtungen berücksichtigt, wie sie zur Entwicklung von reduzierten Kenn-
zahlensätzen angewendet werden können [164, S. 62 ff.]. 
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Abbildung 5-32: Zusammenhang zwischen dem 
Durchmesserverhältnis und dem Mindest-
strahlabstand für das Eintreten der Einzel-
strahlströmung; CFD-Ergebnisse 
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Betrachtet man zudem die instationären Schwankungen der Einzelstrahlströmung 
(D/A ≈ 2 in Abbildung 5-33 links), so zeigen die Simulationen, dass diese mit steigendem 
Durchmesserverhältnis stark zunehmen. Während die Größenordnung der 
Schwankungen bei kleineren D/d noch vernachlässigbar ist, betragen diese bei großen 
D/d rund 0,1 % der Eintrittsgeschwindigkeit, was durchaus messbare Effekte sein 
können. Einen ebenso deutlichen Einfluss besitzt das Durchmesserverhältnis auf die in-
stationären Schwankungen der Gesamtstrahlströmung (A/d = 1,4 in Abbildung 5-33 
rechts). Diese sind bei kleinen D/d vernachlässigbar, nehmen aber stark zu und entspre-
chen ab D/d = 19 denen der Vereinigungsstrahlströmung (D/A ≈ 6 in Abbildung 5-33 
links). Neben dem Einfluss auf das Axialgeschwindigkeitsprofil zeigt das Durchmesser-
verhältnis damit auch einen Einfluss auf die instationäre Lösung der Grundströmungen. 
Jedoch erlaubt die mittlere Axialgeschwindigkeit und deren instationäre Schwankungen 
keine eindeutige Unterscheidung zwischen Gesamt- und Vereinigungsstrahl.  
     
Abbildung 5-33: Einfluss des Durchmesserverhältnisses auf die instationären Geschwindigkeitschwan-
kungen der Einzelstrahl- (D/A ≈ 2; links), Vereinigungsstrahl- (D/A ≈ 6; links) und Gesamtstrahlströ-
mung (A/d = 1,4; rechts) an der Position r = 0 und x/d = 20 bei Red = 104; CFD-Ergebnisse 
Düsen-Reynolds-Zahl 
Als dritte Ähnlichkeitskennzahl wurde gemäß (5.14) die Reynolds-Zahl bezogen auf die 
Düsenmündung Red gefunden. Deren Einfluss wird anhand der Vereinigungsstrahlströ-
mung mit D/d = 37,6 und A/d = 4,3 untersucht, welche das komplexeste Strömungsfeld 
der drei Grundströmungen aufweist. Dabei steht die Frage im Vordergrund, ob das Strö-
mungsfeld einem Umschlag von laminarer zu turbulenter Strömung (Transition) unter-
liegt. Dazu werden die Ergebnisse aus der LDA-Messung und Simulation für den Mess-
punkt auf der Rohrachse r = 0 im Abstand x/d = 20 stromab der Düse herangezogen. 
Dafür scheint sich unterhalb von Red ≤ 3.000 ein Umschlag in der Strömung zu ereignen, 
da sowohl der Mittelwert als auch die Standardabweichung mit sinkender Re-Zahl an-
steigen, Abbildung 5-34. Grundsätzlich sind bei kleinen Re-Zahlen laminare Strömungs-
strukturen zu erwarten. Aufgrund dessen ist auch eine erheblich geringere Strahlauflö-
sung zu erwarten, da erst sehr viel später bzw. langsamer turbulente Strukturen aus den 
Schergradienten des Geschwindigkeitsfeldes erwachsen. Somit wäre ein deutlich län-
gerer Kern- und Übergangsbereich der Strahlen und bei kleinen Re-Zahlen an derselben 
Stelle eine höhere relative mittlere Geschwindigkeit zu erwarten. Mit Hilfe der Methode 
der linearen Approximation gemäß (3.18) kann ein weiteres Indiz für eine Änderung der 
Strömungsstrukturen gefunden werden. So lässt sich der Verlauf der relativen Stan-
dardabweichung für kleine Re-Zahlen Red ≤ 3.000 in guter Näherung beschreiben, Ab-
bildung 5-34 rechts. Darüber weicht die Standardabweichung der LDA-Messung von der 
Approximation ab und verläuft mit steigender Reynolds-Zahl nahezu konstant. Dies deu-
tet ebenfalls auf einen Strömungsumschlag im Bereich Red > 3.000 hin. Ähnlich verhält 
sich der Mittelwert, der mit steigender Reynolds-Zahl sinkt und ebenfalls ab Red > 3.000 
nahezu konstant bleibt. Diese Beobachtungen weisen auf einen Umschlag der Strahl-
strömung von laminaren zu turbulenten Strukturen hin. 
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Hinweis auf eine hohe Sensibilität der numerischen Lösung der Einzelstrahlströmung 
bzgl. ihrer Randbedingungen.  
 
 
 
Abbildung 5-37: Vergleich der Grundströmungen bei Red = 104 mit und ohne zentrischen Strahl entlang 
der Achse des äußeren Strahls für die Gesamt- (oben), Vereinigungs- (Mitte) und Einzelstrahlströmung 
(unten) anhand der Geschwindigkeit (links) sowie des Turbulenzgrades und der instationären Schwankun-
gen (rechts): CFD-Ergebnisse; Gitter „normal“; SST mod+opt 
Außerdem weist die numerische Simulation der Einzelstrahlströmung eine sehr hohe 
Sensitivität gegenüber den SST-Modellkoeffizienten auf. Wählt man anstatt der optimier-
ten Koeffizienten (SST mod+opt, vgl. Abschnitt 4.3.4) die Standard-Koeffizienten (SST 
mod), so ändert sich die Charakteristik der numerischen Lösung grundlegend. Zum ei-
nen erfolgt die Auflösung der Kernströmung früher, woraus sich eine frühere Abnahme 
der Axialgeschwindigkeit ergibt, Abbildung 5-38 links. Der Umschlag zur Rohrströmung 
bei x/d = 20 scheint davon jedoch unbeeinflusst. Zum anderen ergeben sich instationäre 
Schwankungen σ(u)/UJ, die um 2 bis 3 Größenordnungen größer sind als bei Anwen-
dung der optimierten Koeffizienten, Abbildung 5-38 rechts. Im hinteren Strahlbereich für 
x/d > 40 sind die instationären Schwankungen von der Größenordnung des Turbulenz-
grades [σ²(u)+u'u']1/2/UJ, wodurch sich dieser signifikant gegenüber der Lösung mit opti-
mierten Koeffizienten erhöht.  
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gebnisse der numerischen Untersuchung werden zudem durch experimentelle Ergeb-
nisse mittels LDA-Messung ergänzt, bspw. im Rahmen der Validierung (vgl. Abschnitt 
4.3.5) oder Untersuchung der Selbst-Ähnlichkeit. Dabei konnte u.a. gezeigt werden, 
dass der Gesamt- und Vereinigungsstrahl Eigenschaften einer Selbst-Ähnlichkeit auf-
weisen. Zur weiterführenden Untersuchung wären zukünftig 2D-LDA Messungen hilf-
reich, um die Querkomponenten vꞌ und wꞌ und deren Fluktuationen sowie die Reynolds-
spannungen uꞌvꞌ messbar zu machen. Dies könnte weiteren Aufschluss über das Gleich-
gewicht der Strömung und deren turbulente Strukturen geben.  
Mit Hilfe der numerischen Untersuchung konnte gezeigt werden, dass sich die verschie-
denen Grundströmungen in Abhängigkeit zu den Geometriekennzahlen verhalten. Durch 
experimentelle Untersuchungen könnten dazu weitere Nachweise erarbeitet werden. In-
teressant wäre bspw. die Bestätigung von Gesamtstrahlströmungen bei verschiedenen 
Durchmesserverhältnissen und deren Entstehung bei Strahlabständen kleiner 1,4 d.  
Ein periodisches Verhalten konnte bisher bei keiner der Grundströmungen experimentell 
nachgewiesen werden. Bei den vorgestellten LDA-Ergebnissen lag der Fokus auf der 
Untersuchung der axialen und radialen Strahlprofile, um Grundlagen für die vorhande-
nen Strömungstopologien gewinnen zu können. Diese sind jedoch nicht geeignet, um 
Aussagen zu den spektralen Eigenschaften treffen zu können. Einerseits ist die Mess-
wertanzahl mit 4.000 ≤ N ≤ 16.000 Bursts zu gering. Andererseits ist die Messposition 
nicht optimal, da sich diese bei Messungen mit N = 105 zumeist auf den Strahlachsen 
befand. Die URANS-Simulationen lieferten Hinweise auf ein periodisches Verhalten, 
ähnlich wie es in [89] für ebene Strahlanordnungen angedeutet ist. Aufbauend auf den 
vorliegenden grundlegenden Untersuchungen zum Strömungsfeld wäre zukünftig die ex-
perimentelle Untersuchung der periodischen Effekte interessant, wie es in [87] für ebene 
Strahlanordnungen gelungen ist. Dazu wäre eine gezieltere Wahl der Messpositionen, 
bspw. in der Scherschicht der Strahlen, notwendig sowie eine ausreichende Mess-
wertanzahl (N ≥ 105) und Datenrate (fs > 103) Hz zu gewährleisten.  
Größere Fragen hat die Einzelstrahlströmung aufgeworfen. So wurden 3 Anhaltspunkte 
gefunden, die auf eine hohe Sensitivität dieser Grundströmung hinweisen: In den expe-
rimentellen Untersuchungen wurde ein Anlegen der Strahlen an die Rohrwand beobach-
tet, dass trotz der Bemühungen, den Versuchsaufbau hinsichtlich Toleranzen und Stö-
rungen zu verbessern, nicht verhindert werden konnte. In den numerischen Untersu-
chungen wurde eine hohe Sensitivität der URANS-Lösung bzgl. der Randbedingung des 
zentrischen Strahls und bzgl. der Koeffizienten des SST-Modells beobachtet. Deshalb 
wären aus jetziger Sicht weiterführende experimentelle Untersuchungen notwendig, um 
Erkenntnisse bzgl. folgender Fragen zu gewinnen: Ist das Anlegen der Strahlen bei un-
terschiedlichen Durchmesserverhältnissen und Strahlabständen zu beobachten? Hat die 
Düsenform und damit das Mündungsprofil einen Einfluss auf das Anlegen der Strahlen? 
Ist die stabile Einzelstrahlströmung ein Artefakt der numerischen Lösung oder kann ein 
Anlegen der Strahlen auch mit Hilfe der Simulation, z.B. durch Modellierung der tole-
ranzbedingten Fehler im Versuchsaufbau, herbeigeführt werden? Gegebenenfalls 
könnte sich diesen Fragestellungen auch durch eine Untersuchung im Rahmen der Sta-
bilitätstheorie genähert werden. 
Um zukünftig die Modellierung von Strahlbündelströmungen im Bereich niedriger Rey-
nolds-Zahlen zu verbessern, ist eine weiterführende Untersuchung des beobachteten 
Strömungsumschlags zwischen 2.000 < Red < 5.000 vielversprechend. Wenn dabei wei-
tere Transitionseffekte nachgewiesen werden können, wäre eine numerische Untersu-
chung von Transitionsmodellen für die Anwendung von Turbulenzmodellen im Rahmen 
des RANS-Ansatzes sinnvoll. Auch könnten Untersuchungen zur Simulation von Strahl-
strömungen bei kleinen Reynolds-Zahlen Red < 103 hilfreich sein. Dabei könnte auf die 
Turbulenzmodellierung verzichtet werden, so dass die Auflösung der Strömungsstruktu-
ren allein von der Lösung der laminaren RANS- bzw. URANS-Gleichungen, der Git-
terauflösung und der Zeitdiskretisierung abhängen würde.  
 163 
 
6 Zusammenfassung und Ausblick 
Motivation und Zielsetzung 
Die vorliegende Arbeit wird motiviert durch die Anwendung von Strahlströmungen in 
Durchflussmessgeräten, welche als Bypassapparatur ausgeführt sind. Aufgrund von 
Bauraumanforderungen ist die Integration von Rohrbündeln als Staudruckkörper zweck-
mäßig, da über die Anzahl der Rohre, den Rohrdurchmesser und die Länge eine präzise 
und einfache Skalierung des Druckverlustes gelingt. Derartige Staudruckkörper weisen 
eine Ausströmung auf, die als sog. Strahlbündel aufgefasst werden kann. Das Problem 
ist, dass solche Strömungen instationäre oder turbulente Strukturen aufweisen, die wie-
derum zu Druckschwankungen im Strömungsfeld führen. Dies ruft Durchflussschwan-
kungen im Bypass hervor, was letzten Endes zu einer Erhöhung der Messunsicherheit 
des Messgerätes führt und logischerweise vermieden werden soll. Derartige Messgeräte 
werden in nahezu jedem gesellschaftlichen Bereich eingesetzt, von Privathaushalten bis 
hin zur Prozessindustrie. Daran wird die Bedeutung der Simulation derartiger Strahlströ-
mungen ersichtlich, wobei der technische Nutzen von der Verbesserung der Mess-
genauigkeit bis hin zur Steigerung der Prozesssicherheit der Messgeräte reichen kann. 
Für die vorliegende Arbeit ergab sich das Ziel, Grundlagenwissen zu Strömungen von 
runden Strahlen in begrenzten Räumen zu erarbeiten. Im Zuge der Recherchen zum 
Stand der Technik und der Forschung ergab sich, dass auch auf dem Gebiet des be-
grenzten runden Strahls grundlegende Kenntnisse fehlen, insbesondere was Konfigrati-
onen mit großen Durchmesserverhältnissen betrifft. Daher wurde zunächst mit der Un-
tersuchung des begrenzten runden Strahls begonnen und aufbauend darauf die Strö-
mung hexagonal angeordneter runder Strahlen betrachtet. 
Stand der Forschung 
Um den aktuellen Stand der Forschung zu Strahlströmungen in begrenzten Räumen 
darstellen zu können, bedarf es einer differenzierteren Betrachtung. Dazu wird in die 
Strömungsfälle Freistrahl, begrenzter Strahl und Strahlbündel unterschieden. Dabei 
stellt der Freistrahl das am ausführlichsten untersuchte Gebiet dar. Dies ist eine der 
grundlegenden Strömungen der Strömungsmechanik, zählt zu den sog. kanonischen 
Strömungen und dient u.a. der Erforschung der Turbulenz.  
Die Strömungen räumlich begrenzter Strahlen unterscheiden sich gegenüber dem Frei-
strahl aufgrund ihrer Randbedingungnen und können mehr oder weniger komplex aus-
fallen, z.B. durch Aufprägung einer einlassseitigen Umströmung. Mit besonderer Auf-
merksamkeit wurde jedoch der Fall von rotationssymmetrischen Strahlen und Berandun-
gen betrachtet, was der Mündung einer runden Düse in ein Rohr entspricht. Diese Strö-
mung entspricht bei kleinen Durchmesserverhältnissen der Strömung einer stufenförmi-
gen Erweiterung mit rundem Querschnitt (sudden pipe expansion, engl.), welche eben-
falls eine gut untersuchte Strömung darstellt. Für größere Durchmesserverhältnisse fin-
den sich jedoch kaum Untersuchungen. Dieser Fall ist für die vorliegende Arbeit aber 
der interessantere, da die Untersuchung von Strahlbündeln mit großen Durchmesser-
verhältnissen im Fokus steht. Somit können die bestehenden Fragen allein mit Hilfe der 
Literatur nicht beantwortet werden, woraus sich für die vorliegende Arbeit entsprechende 
Untersuchungsziele ergaben. 
Die Strömung von Strahlbündeln in begrenzten Räumen stellt eine komplexe Strömung 
begrenzter Strahlen dar, da neben der äußeren Begrenzung nun auch die Anordnung 
von mehreren Strahlen berücksichtigt wird. Auch dabei kann zunächst eine Unterschei-
dung hinsichtlich ebener oder runder Strahlen vorgenommen werden. Zu Ersterem konn-
ten überwiegend experimentelle Untersuchungen recherchiert werden, die zwischen den 
Jahren 1944 und 2003 erarbeitet wurden. Daraus können einige grundlegende Effekte 
zum Verständnis der vorliegenden Fragestellungen und Ergebnisse beitragen, bspw. die 
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Krümmung und Strahlvereinigung zweier parallel angeordneter Strahlen. Zudem konn-
ten drei numerische Untersuchungen recherchiert werden, wovon zwei nach dem Jahr 
2010 veröffentlicht wurden. In allen drei Untersuchungen wurde der RANS-Ansatz an-
gewendet. Dies deutet darauf hin, dass ein Bedarf nach Grundlagen zur numerischen 
Simulation von komplexen Strahlströmungen mittels RANS-Ansatz und entsprechender 
Turbulenzmodellierung vorhanden ist.  
Zu Strahlbündeln mit runden Strahlen ließen sich nur wenige Arbeiten recherchieren, die 
ebenfalls hauptsächlich experimentelle Untersuchungen dokumentieren. Dabei ist es 
schwierig, auf bereits bekanntem Grundlagenwissen aufzubauen, da die bisher betrach-
teten Strahlkonfigurationen zu unterschiedlich sind. So reicht die Bandbreite von zwei 
nicht-parallel angeordneten runden Strahlen bis hin zu einer regelmäßigen Anordnung 
runder Strahlen mit Prallplatte. Letzteres kann als das am strukturiertesten aufgearbei-
tete Problem angesehen werden, was den zusammenhängenden Arbeiten von Geers 
und Hadziabdic zu verdanken ist. Es ist unter dem Begriff multiple impinging jet array 
(engl.) geläufig. Dem hier im Fokus stehenden Problem hexagonal angeordneter runder 
Strahlen ist die Untersuchung von Raghunanthan am nächsten, in der ringförmig ange-
ordnete runde Strahlen ohne Begrenzung behandelt werden. Zusammengenommen 
wird deutlich, dass bisher vergleichsweise wenig Grundlagenwissen zur Strömung von 
Strahlbündeln in begrenzten Räumen zu finden ist. Dies trifft insbesondere auf Konfigu-
rationen runder Strahlen zu. 
Methodik 
Die Untersuchung der begrenzten Strahlströmungen soll für Reynolds-Zahlen zwischen 
103 bis 104 erfolgen, wofür sich bei Düsendurchmessern zwischen 1 und 100 mm und 
Verwendung des Fluids Luft Unterschallbedingungen ergeben (Ma < 0,3). Die Verwen-
dung von Luft erlaubt zudem einen einfacheren Versuchsaufbau ohne besondere sicher-
heitstechnische Prüfungen und Anlagen, wie sie bspw. bei Erdgas zu gewährleisten wä-
ren. 
Zur experimentellen Untersuchung der Strömungseigenschaften aber auch zur Validie-
rung der Simulationsmodelle ist die Messung von Strömungsprofilen in axialer und radi-
aler Richtung notwendig. Zur Untersuchung der spektralen Strömungseigenschaften ist 
die Messung zeitlich aufgelöster Geschwindigkeitssignale erfordert, wozu die Laser-
Doppler Anemometrie (LDA) angewendet wird. Damit lassen sich die Vorteile laseropti-
scher Messmethoden nutzen, bspw. die nicht-invasive Messung oder die Zeitauflösung, 
wobei das angewendete Verfahren in sog. Rückstreuanordnung zusätzlich den Vorteil 
bietet, dass die Sende- und Empfangseinheit einfach zu positionieren ist.  
Zur numerischen Untersuchung wird der RANS-Ansatz in seiner stationären oder insta-
tionären Form zusammen mit dem SST-Turbulenzmodell angewendet. Dies erlaubt die 
Abbildung turbulenter Strömungsstrukturen, wobei zu beachten ist, dass die turbulenten 
Normal- und Schubspannungen bzw. der Reynoldsche Spannungstensor nicht direkt als 
eigenständige anisotrope Größen der Strömung, sondern über die Gradienten des mitt-
leren Geschwindigkeitsfeldes berechnet werden. Das sog. Schließungsproblem bei An-
wendung der RANS-Gleichungen wird durch Modellierung der turbulenten kinetischen 
Energie und Wirbelfrequenz gelöst. Dieses Verfahren wird den Anforderungen nach ver-
tretbaren Rechenzeiten gerecht, was gemeinhin auch als „einfacherer“ Ansatz und 
„günstigeres“ Verfahren interpretiert wird, so dass dem per se eine Eignung im industri-
ellen Umfeld zugesprochen wird. Dies kann sich als Trugschluss erweisen, da die Tur-
bulenzmodellierung einer genauen Validierung bedarf und je nach Strömung mehr oder 
weniger geeignet sein kann. Besonders diesem Aspekt wird in der vorliegenden Arbeit 
Rechnung getragen. So wird sowohl für die Strömung des begrenzten Strahls als auch 
für das hexgonale Strahlbündel die Anwendung des RANS-Ansatzes mit SST-Modell 
untersucht. Zudem wird die Anpassung des Turbulenzmodells durch Optimierung der 
Modellkoeffizienten betrachtet. Zusammengefasst kann festgehalten werden, dass eine 
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pauschale Eignung nicht gegeben ist. So gelingt es, das SST-Modell für den begrenzten 
Strahl sehr gut zu adaptieren, wobei eine allgemein gültige Anpassung für die betrach-
teten Durchmesserverhältnisse nachgewiesen werden kann. Dem gegenüber muss fest-
gestellt werden, dass diese Anpassung die Konfigurationen des Strahlsbündels nicht in 
gleicher Güte abzubilden vermag. Als Ursache werden die je nach Konfiguration auftre-
tenden Grundströmungen und die damit verbundenen Strömungseffekte der Strahlinter-
aktion und -auflösung oder des Wandeinflusses verantwortlich gemacht. Darüber hinaus 
wird anhand des begrenzten Strahls die Bedeutung der Einlassrandbedingungen er-
sichtlich. Deren genaue Beschreibung für die Simulation von Strahlströmungen aus-
schlaggebend ist. 
Ergebnisse 
Zum einen wurde in der vorliegenden Arbeit die Strömung des begrenzten Strahls bei 
Durchmesserverhältnissen von D/d = 2 bis 50 und bei Reynolds-Zahlen von Red = 5.000 
bis 20.000 betrachtet. Zunächst waren grundlegende Fragen zum Strömungsfeld zu klä-
ren. Dabei konnte auf den Erkenntnissen zur axialsymmetrischen Stufenströmung auf-
gebaut werden, die sich i.d.R. auf kleine Durchmesserverhältnisse von D/d < 3 beziehen. 
Für große Durchmesserverhältnisse konnte gezeigt werden, dass das Strömungsfeld in 
eine Kernströmung, einen Strahl- und Umwandlungsbereich sowie einen Übergang zur 
Rohrströmung unterteilt werden kann. Für den Strahlbereich konnten im vorderen Teil 
selbstähnliche Eigenschaften der Strömung nachgewiesen werden. Diese prägen sich 
ab etwa D/d > 10 aus und können zunächst anhand der Geschwindigkeitsprofile beo-
bachtet werden. Mit zunehmendem Durchmesserverhältnis kann eine deutlichere Aus-
prägung der selbstähnlichen Eigenschaften festgestellt werden, so dass sich ab D/d = 50 
auch erste Überdeckungen der Längsfluktuationsprofile zeigen. Daneben wurde der Ein-
fluss der Reynolds-Zahl und der Einlassbedingungen untersucht, wobei sich hauptsäch-
lich Einflüsse auf die Bereiche der Scherschichtströmung und Umwandlung zum Strahl-
bereich für x/d < 8 ergeben.  
Zum anderen wurde die Strömung des begrenzten hexagonalen Strahlbündels für 
Durchmesserverhältnisse von D/d = 12 bis 80, Strahlabstände von A/d = 1,4 bis 36 und 
Reynolds-Zahlen von Red = 103 bis 104 untersucht. Dies bzgl. war das Grundlagenwis-
sen sehr begrenzt. Lediglich aus den Untersuchungen zu ebenen Strahlanordnungen 
waren zu Beginn grundlegende Strömungseffekte bekannt, wie bspw. die Strahlerweite-
rung oder die Strahlkrümmung durch lokale Unterdruckgebiete. Es wurde in stärkerem 
Maße die numerische Strömungssimulation angewendet, da schneller Erkenntnisse zu 
grundlegenden Strömungseffekten gewonnen werden konnten. Dazu zählt u.a. die Un-
terscheidung der Strömung in die Grundströmungen des Gesamt-, Vereinigungs- und 
Einzelstrahls. Diese zeichnen sich durch signifikante Unterschiede in ihren Strömungs-
eigenschaften aus, wodurch auch der Charakter der numerischen Lösung des mittleren 
Strömungsfeldes beeinflusst wird. So weist der Gesamtstrahl eine starke Strahlkrüm-
mung auf, wodurch sich nach kurzer Lauflänge ein Zusammenschluss der Strahlen zu 
einem Gesamtstrahl einstellt. Diese Strömung weist ein typisches Spektrum turbulenter 
Strömungen auf, wobei ein ausgeprägter Leistungsanteil auf den großen Skalen zu be-
obachten ist. Dies macht sich u.a. durch eine instationäre Lösung der RANS-Gleichun-
gen bemerkbar, wodurch groß-skalige instationäre Strukturen aufgelöst werden können. 
Im Gegensatz dazu weisen die Strahlen der Einzelstrahlströmung keine Krümmung nach 
innen auf, sondern werden durch den Wandeinfluss beherrscht. Dadurch wird die Strahl-
auflösung stark begünstigt, so dass sich nach kurzer Lauflänge der Übergang zur 
Rohrströmung einstellt. Diese Strömung weist im Vergleich zur Gesamtstrahlströmung 
ein flacheres Spektrum auf, wobei das Maximum der Leistungspektraldichte auf den gro-
ßen Skalen um ca. 2 Größenordnungen kleiner ist. In der numerischen Simulation äußert 
sich dies durch eine quasi-stationäre Lösung der instationären RANS-Gleichungen, d.h. 
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die instationären Schwankungen des mittleren Geschwindigkeitsfeldes sind vernachläs-
sigbar klein. Darüber hinaus wurde der Einfluss des zentralen Strahls betrachtet, wobei 
sich vergleichbare Strömungsfelder wie mit zentrischem Strahl ergaben.  
Ausblick 
Aufbauend auf den gewonnenen Erkenntnissen zum begrenzten Strahl wäre zukünftig 
die weiterführende Untersuchung der selbstähnlichen Eigenschaften von Interesse. 
Dazu wären Messungen der Querkomponenten v und w sinnvoll. Dadurch wäre zugleich 
die Bestimmung der Normalspannungen vꞌ und wꞌ möglich, so dass Aussagen zur Rota-
tionsymmetrie getroffen werden können, die derzeit als Annahme zugrunde liegt. Zudem 
wären 2D-LDA-Messungen der Schubspannungen uꞌvꞌ sinnvoll, um den Einfluss der tur-
bulenten kinetischen Energie besser verstehen und deren Modellierung durch das SST-
Modell besser beurteilen zu können. Darüber hinaus wäre der experimentelle Nachweis 
des Wiederanlegepunktes xR hilfreich. Damit wäre eine Validierung der mittels Simula-
tion gefundenen Normierung des Umwandlungsbereiches und Übergangs zur Rohrströ-
mung möglich. Im Zuge der Untersuchung der spektralen Eigenschaften des begrenzten 
Strahls konnte ein lokal begrenzter Effekt im Strahlbereich beobachtet werden. Etwa auf 
der halben Lauflänge des Wirbelgebietes, am Ende des vorderen bzw. am Beginn des 
hinteren Strahlbereiches ist im Strahlrand ein schmalbandiges Maximum der PSD zu 
beobachten. Die zugrundeliegende Strömungsstruktur weist zudem Ähnlichkeitseigen-
schaften auf, da die Leistungsspitze unabhängig von Reynolds-Zahl und Einlassbedin-
gungen bei einer dimensionslosen Frequenz von Sr = 4,5·10-4 auftritt. Die Ursache 
konnte bislang nicht vollständig geklärt werden, es wird eine Art Pulsation des Rezirku-
lationsgebietes in axialer Richtung vermutet. Daher wären weitere Messungen auf-
schlussreich, bspw. zu einem größeren Re-Bereich oder weiteren Durchmesserverhält-
nissen. 
Hinsichtlich des hexagonalen Strahlbündels wären zukünftig weitere Messungen zum 
Strömungsfeld bei unterschiedlichen Durchmesser- und Strahlabstandsverhältnissen 
von Interesse. Dazu wäre neben der LDA-Methode auch die Anwendung der Particle-
Image-Velocimetry (engl., PIV) hilfreich, womit sich Messdaten des Strömungsfeldes ge-
nerieren lassen. Dazu könnten die Arbeiten von Geers befruchtend beitragen, um bspw. 
groß-skalige Strukturen im Strömungsfeld mittels PIV aufzulösen. Ebenso wäre die Mes-
sung der Querkomponenten und Schubspannungen nützlich. Dies könnte zu einem bes-
seren Verständnis in den Bereichen zwischen den Strahlen und zwischen Strahl und 
Wand bzw. zur Strömungsmechanik der Strahl-Strahl und Strahl-Wand Interaktion bei-
tragen. Daraus ließen sich Rückschlüsse auf die Modellierung von Strahlbündeln mittels 
RANS und SST-Modell ziehen, bspw. durch Kenntnisse über Symmetrieeigenschaften 
der Strömung oder Anisotropie der Turbulenz. Damit könnten weitere Erkenntnisse hin-
sichtlich eines allgemeingültigen Koeffizientensatzes des SST-Modells für die verschie-
denen Grundströmungen des Strahlbündels gewonnen werden. Des Weiteren wäre die 
Messung der Wanddruckschwankungen hilfreich, da so die Auswirkung der instationä-
ren bzw. turbulenten Geschwindigkeitsschwankungen beurteilt werden können. 
In Bezug auf die Motivation durch Bypassmessgeräte wäre die Untersuchung eines or-
thogonal angeströmten Strahlbündels durchzuführen. Ein systematisches Vorgehen, 
bspw. durch Betrachtung der Ähnlichkeitsgesetze, würde eine wichtige Basis schaffen. 
Es wären dann Fragen zur optimalen Positionierung der Ausströmung oder zum Mas-
senstromverhältnis von Bypass zu Strahlbündel zu beantworten. Dazu bietet die Einzel-
strahlströmung ggf. Vorteile, da sich in Mündungsnähe für x/d < 10 ein ausgeprägtes 
Druckminimum in der Rohrmitte ergibt, dass sich zur Wand hin fortsetzt. Zudem ergibt 
sich für die Einzelstrahlströmung eine quasi-stationäre Lösung des mittleren Strömungs-
feldes, was auf vernachlässigbare Wanddruckschwankungen schließen lässt. Dies 
könnte im Sinne geringer Druckschwankungen über dem Bypassauslass und damit ver-
bundenen geringen Durchflussschwankungen zur Minimierung strömungsinduzierter 
Messabweichungen eines Bypasssensors beitragen.  
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die Aufnahme der LDA-Sonde eine Drehung der Messebene um 90° gegenüber der Dü-
senachse. Zur Vermeidung des Positionierungsfehlers wird eine Lagekorrektur der LDA-
Sonde durchgeführt, vgl. Abschnitt 7.8.  
 
Abbildung 7-1: Skizze zum Versuchsaufbau von Freistrahl-Strömungen 
 
 
Abbildung 7-2: Skizze zum Versuchsaufbau von begrenzten Strahlströmungen 
Die Druckluftentnahme führt zu einer stetigen Abnahme des Speicherdruckes und so zu 
einem Abfall des Arbeitsdruckes an der Entnahmestelle im Labor, was schließlich zu 
einer Drift des Volumenstromes führt. Dem kann durch Einsatz von Druckminderstufen 
entgegengewirkt werden, wodurch sich sowohl die Drift unterbinden als auch die Stan-
dardabweichung der Volumenstrommessung auf 3,5 % reduzieren lässt [167].  
Die Messung des Durchflusses Q erfolgt stromauf der Beruhigungskammer und dient 
mit (7.3) der Bestimmung der Düsen-Re-Zahl Red gemäß (2.1). Der Volumenstrom kann 
gemäß Herstellerangaben [168] mittels Regler in einem Bereich von 0,01 bis 27.000 l/h 
mit einer Messgenauigkeit kleiner 1 % zur Verfügung gestellt werden. Die Volumen-
strommessung der Regler basiert dabei auf einem thermischen Massenstrommessprin-
zip, wobei als Messwert der Norm-Volumenstrom QN ausgegeben wird.  
Zur Berechnung der Stoffeigenschaften des Fluids (Luft) ist die Bestimmung der zum 
Mess-Zeitpunkt herrschenden Umgebungsbedingungen (Druck, Temperatur und Luft-
feuchte) notwendig. Die Messung des Atmosphärendruckes erfolgt mittels eines Kolben-
Barometers (Fein-Messgerät der Klasse 0,5) im Labor, dessen Messfehler auf Basis des 
Leitfaden zur Angabe der Unsicherheit beim Messen (engl.: Guide to the Expression of 
Uncertainty in Measurement, GUM) mit rel. Δpamb = 0,11 % berechnet werden kann. 
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Für die Versuche zum hexagonalen Strahlbündel kann an Stelle der Düse 2 ein Segment 
mit hexagonal angeordneten Röhrchen eingesetzt werden. Um einen geschlossenen 
Strömungsraum zu erhalten, wird das Rohr (Material: Quarzglas) mittels einer Scheibe 
auf der Düse 1 oder 2 montiert, Abbildung 7-5. 
 
 
Abbildung 7-5: Skizze der Düsen und des Mündungsbereiches 
Zur Beurteilung der Strömungsberuhigung durch die BK wurde die Messung des Ge-
schwindigkeits- und Turbulenzprofils in einem Rohr (D = 25,6 mm, Material: Quarzglas) 
stromab der Düse 1 (D1 = 25 mm) mittels LDA vorgenommen [28, S. 17 f.]. Dazu wird 
bei der Konfiguration mit Beruhigungskammer (mit BK) in einem Abstand von x/D1 = 1,2 
stromab der Düse und bei der Konfiguration ohne Beruhigungskammer (ohne BK) in 
gleichem Abstand stromab des Partikeleinlasses60 gemessen. Durch Verwendung der 
BK wird nahezu ein Rechteckprofil mit sehr geringen Abweichungen generiert, Abbildung 
7-6 links. Ohne Verwendung der BK ist das Strömungsprofil im Kernbereich stark gestört 
und weist Abweichungen von bis zu 6 % auf. Zudem wird durch Verwendung der BK der 
Turbulenzgrad von 20 % auf kleiner 0,7 % reduziert (Abbildung 7-6 rechts), so dass die 
Eignung der Beruhigungskammer nachgewiesen ist.  
  
Abbildung 7-6: Einfluss der Beruhigungskammer auf das Geschwindigkeitsprofil (links) und das Turbu-
lenzprofil (rechts) quer zur Rohrachse bei Red = 104 
                                               
60 Der Partikeleinlass wurde als Venturi-Düse ausgeführt, so dass allein durch dieses Element 
eine gewisse Homogenisierung der Strömung im Gegensatz zu einem T-Stück erfolgt.  
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Die dynamische Viskosität stellt eine Funktion des Druckes und der Temperatur dar. Die 
Druckänderungen sind kleiner 104 Pa und führen zu Viskositätsänderungen viel kleiner 
1 %. Somit kann für die Versuche in dieser Arbeit der Fehler infolge sehr kleiner Druck-
differenzen im Prüfstand vernachlässigt werden. Zur Approximation der dyn. Viskosität 
infolge der Temperaturänderung kann (7.10) mit den Konstanten a = 2,86∙10-3 und 
b = 1,5∙10-6 herangezogen [171, S. 27 f.] und das entsprechende Fehlerfortpflanzungs-
gesetz hergeleitet werden (7.11).  
 
 𝜇 = 17,07(1 + 𝑎 ∙ 𝑇 + 𝑏 ∙ 𝑇2) (7.10) 
 
 ∆𝜇 = |17,07(𝑎 + 2𝑏)|∆𝑇 (7.11) 
 
Die Messung des Umgebungsdruckes pamb erfolgt in der Wetterstation Ansbach (Höhe 
z = 490 m), wird auf das NN-Niveau umgerechnet und als pNN angezeigt. Zur Bestim-
mung der Messunsicherheit der Messgröße Δpamb wird ein Feinmessgerät der Klasse 
0,5 gemäß GUM angenommen, dies entspricht einer Messung mittels eines Kolbenba-
rometers. Zur Berechnung des Luftdruckes unter Betriebsbedingungen muss eine Um-
rechnung von NN auf Laborhöhe z erfolgen. Dazu kann mit (7.12) und (7.13) die Theorie 
der isothermen Luftschichtung aus der Aerostatik angewandt werden [171, S. 78]. Unter 
der Annahme, dass der Fehler der spezifischen Gaskonstante vernachlässigt werden 
kann und für den Messfehler rund Δpamb ≈ ΔpNN gilt, wurde folgendes Fehlerfortpflan-
zungsgesetz hergeleitet (7.14): 
 
 𝑝 = 𝑝𝑁𝑁 ∙ 𝑒𝑐 (7.12) 
 
 𝑐 = −
𝑔 ∙ 𝑧
𝑅𝑠 ∙ 𝑇
 (7.13) 
 
 ∆𝑝 = |𝑒𝑐|∆𝑝𝑎𝑚𝑏 + |
𝑔 ∙ 𝑧 ∙ 𝑝𝑁𝑁
𝑅𝑠 ∙ 𝑇2
𝑒𝑐| ∆𝑇 + |
−𝑔 ∙ 𝑝𝑁𝑁
𝑅𝑠 ∙ 𝑇
𝑒𝑐| ∆𝑧 (7.14) 
 
Für die Bestimmung der Düsen-Reynolds-Zahl gemäß (7.15) lässt sich eine Formel für 
die Fehlerfortpflanzung gemäß (7.16) herleiten. Bezogen auf einen Arbeitspunkt von 
Red = 104 lässt sich ein Messfehler von 303 bzw. aufgerundet von 4 % (7.18) ermitteln, 
welcher sich gemäß (7.17) zusammensetzt, vgl. Tabelle 7-1 bis Tabelle 7-13 im nach-
folgenden Abschnitt. 
 
 𝑅𝑒𝑑 =
𝑄1 + 𝑄𝑃
𝜋
4 𝑑 ∙ 𝜈
 (7.15) 
 
 ∆𝑅𝑒𝑑 = |
1
𝜋
4 𝑑 ∙ 𝜈
| ∆𝑄1 + |
1
𝜋
4 𝑑 ∙ 𝜈
| ∆𝑄𝑃 + |−
𝑄1 + 𝑄𝑃
𝜋
4 𝑑
2 ∙ 𝜈
| ∆𝑑 + |−
𝑄1 + 𝑄𝑃
𝜋
4 𝑑 ∙ 𝜈
2
| ∆𝜈 (7.16) 
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Genauigkeit bzgl. Messwert 0,005 - 
Genauigkeit bzgl. Messwert 10,26 l/h 
Wiederholbarkeit bzgl. Endwert 0,002 - 
Wiederholbarkeit bzgl. Endwert 12,00 l/h 
Langzeitstabilität bzgl. Messwert 0,001 - 
Langzeitstabilität bzgl. Messwert 2,05 l/h 
Auflösung 0,01 - 
Anzeigefehler 0,02 l/h 
Messfehler 42,34 l/h 
rel. Messfehler 0,021 - 
 
Tabelle 7-4: Zwischenergebnisse zum Messfehler der Durchflussmessung QPN 
Bezeichnung Wert Einheit 
Messbereich 600 l/h 
Messwert 362,22 l/h 
Genauigkeit bzgl. Endwert 0,003 - 
Genauigkeit bzgl. Endwert 1,80 l/h 
Genauigkeit bzgl. Messwert 0,005 - 
Genauigkeit bzgl. Messwert 1,81 l/h 
Wiederholbarkeit bzgl. Endwert 0,002 - 
Wiederholbarkeit bzgl. Endwert 1,20 l/h 
Langzeitstabilität bzgl. Messwert 0,001 - 
Langzeitstabilität bzgl. Messwert 0,36 l/h 
Auflösung 0,01 - 
Anzeigefehler 0,02 l/h 
Messfehler 5,19 l/h 
rel. Messfehler 0,015 - 
 
Tabelle 7-5: Zwischenergebnisse zum Messfehler der Umgebungsdruckmessung pamb 
Bezeichnung Wert Einheit 
Messbereich 160 hPa 
Messwert 1.000 hPa 
Klasse 0,5 bzgl. Messbereich 0,005 - 
 197 
 
Messfehler 0,8 hPa 
Skalenwert 0,5 hPa 
Ablesefehler 0,25 hPa 
Messfehler 105 Pa 
rel. Messfehler 0,0011 - 
 
Tabelle 7-6: Zwischenergebnisse zum Messfehler der Differenzdruckmessung Δpamb,0 
Bezeichnung Wert Einheit 
Messbereich 100 Pa 
Messwert 70 Pa 
Grundfehler 0,3 Pa 
Genauigkeit bzgl. Messbereich 0,005 - 
Genauigkeit bzgl. Messbereich 0,5 Pa 
Auflösung 1 Pa 
Anzeigefehler 2 Pa 
Messfehler 3 Pa 
rel. Messfehler 0,043 - 
 
Tabelle 7-7: Zwischenergebnisse zum Messfehler der Temperaturmessung T1 
Bezeichnung Wert Einheit 
Messbereich 220 °C 
Messwert 20,00 °C 
zul. Abweichung 0,19 °C 
Auflösung 0,01 °C 
Anzeigefehler 0,02 °C 
Messfehler 0,21 °C 
rel. Messfehler 0,011 - 
 
Tabelle 7-8: Ergebnisse zum Messfehler der Volumenstrommessungen ΔQ1 und ΔQP 
Größen Wert Einheit 
p1 100.000 Pa 
T1 293,15 °C 
ΔQN 42,34 l/h 
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ΔQPN 5,19 l/h 
Δp1 116 Pa 
ΔT1 0,21 Pa 
ΔQ1 50,23 l/h 
rel. ΔQ1 0,03 - 
ΔQP 6,38 l/h 
rel. ΔQP 0,018 - 
 
Tabelle 7-9: Ergebnisse zum Fehler der Berechnung der kinematischen Viskosität 
Größen Wert Einheit 
ρ 1,292 kg/m³ 
μ 1,71·10-5 Pa·s 
ν 1,32·10-5 m²/s 
Δρ 0,003 kg/m³ 
Δμ 1,03·10-8 Pa·s 
ρ-Term 3,07·10-5 m²/s 
μ-Term 7,95·10-9 m²/s 
Δν 3,90·10-8 m²/s 
rel. Δν 0,003 - 
 
Tabelle 7-10: Zwischenergebnisse zum Fehler der Dichte-Bestimmung 
Größe Wert Einheit 
Rs 287 m²/(s²·K) 
T 273,15 K 
p 101.325 Pa 
ρ 1,292 kg/m³ 
Δp 116,0 Pa 
ΔT 0,21 K 
p-Term 0,0015 kg/m³ 
T-Term 0,0010 kg/m³ 
Δρ 0,003 kg/m³ 
rel. Δρ 0,003 - 
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Tabelle 7-11: Zwischenergebnisse zum Fehler der Bestimmung der dynamischen Viskosität 
Größe Wert Einheit 
μ0(p = 0 Pa,T = 0 °C)  1,71·10-5 Pa·s 
a 2,86·10-3 - 
b 1,50·10-6 - 
ΔT 0,21 °C 
Δμ = |(a+2b)μ0|ΔT 1,03·10-8 Pa·s 
rel. Δμ 6,1·10-4 - 
 
Tabelle 7-12: Zwischenergebnisse zum Messfehler der Druck-Bestimmung 
Größe Wert Einheit 
Rs 287 m²/(s²·K) 
g 9,81 m/s² 
z 490 m 
T0 273,15 K 
p0 101.325 Pa 
Δp 105 Pa 
ΔT 0,21 °C 
Δz 1 m 
c -0,0613 - 
p0-Term 98,8 Pa 
T0-Term 4,5 Pa 
z-Term 11,9 Pa 
Δp 116 Pa 
rel. Δp 0,002 - 
 
Tabelle 7-13: Zwischenergebnisse zum Messfehler der Längenmessung (Ablesefehler Messschieber) 
Größe Wert Einheit 
Δd 2,5·10-5 m 
rel. Δd 0,004 - 
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Abbildung 7-9: Einfluss des Rohrmaterials auf die Oberflächengüte (links) und Welligkeit (rechts) der op-
tischen Rohre mit vergleichbaren Durchmessern 
Die Wellenstrukturen quer zur Rohrachse bilden sich auf der Außenwand des Rohres 
D80 besonders regelmäßig aus, Abbildung 7-10. Der Abstand der Wellenberge beträgt 
ca. 5 mm, wohingegen die Welligkeit mit rund 3 µm am größten ist. Sollte die Oberfläche 
der Glasrohre einen Einfluss auf die LDA-Messung besitzen, so wäre dies am deutlichs-
ten bei einer Messung mit dem Rohr D80 zu erwarten. 
 
Abbildung 7-10: Welligkeitsprofil der Außenfläche des Rohres D80 (Quarzglas, unbeschichtet) 
Als weitere Unzulänglichkeit wurden Defekte in der Wand der Quarzglas-Rohre festge-
stellt, die in unregelmäßigen Abständen auftreten und spitze sowie runde Formen an-
nehmen können, Abbildung 7-11. Diese Defekte können beim Auftreffen des Laser-
strahls zu einer diffusen Brechung und Reflexion führen, so dass die Lichtintensität stark 
abgeschwächt, die Intensität des Streulichts herabgesetzt und so die Messwertrate re-
duziert wird. Im Extremfall wird der Laserstrahl derart umgelenkt, dass er aus dem 
Schnittpunkt fällt und kein Messvolumen mehr zustande kommt. Diese Gefahr trifft be-
sonders auf die spitzen Defekte zu, da deren Abmessungen mit 0,1 bis 2 mm von der 
Größenordnung des Laserstrahldurchmessers sind. 
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den Frequenzbereich zurückzuführen ist und so zu einem erhöhten Fehler bei der Be-
rechnung der Doppler-Frequenz führt, Abbildung 7-16 links. Darüber hinaus steigt der 
Rechenaufwand erheblich an, in dessen Folge die Validierungsrate und somit auch die 
Datenrate sinkt, Abbildung 7-16 rechts. Die Obergrenze der Samples ist somit ein Hin-
weis auf die Leistungsgrenze des Computers. So wäre durch Verwendung eines leis-
tungsstärkeren Computers eine höhere Auflösung der FFT und damit höhere Mess-
genauigkeit bei gleicher Datenrate realisierbar.  
 
 
Abbildung 7-15: Einfluss von Eingangsspannung und Trigger-Level auf die Varianz des Messwertes (links 
oben), die zeitliche Auflösung der LDA-Messung (rechts) sowie die Validierungsrate (unten links) 
 
  
Abbildung 7-16: Einfluss der Samples auf die Varianz (links) und Datenrate (rechts) der LDA-Messung 
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Tabelle 7-15: Auflistung der zur Fehlerberechnung zugrundeliegenden Kenngrößen 
Größe Zeichen Wert Einheit 
Düsen-Reynolds-Zahl Red 104 - 
kinematische Viskosität ν 1,33·10-5 m²/s 
Interferenzstreifenabstand Δx 1,68·10-6 m 
Düsendurchmesser d 0,0064 m 
Doppler-Frequenz fD 1,24·107 1/s 
Düsengeschwindigkeit UJ 20,8 m/s 
 
Tabelle 7-16: Ergebnisse zur Bestimmung des Messfehlers der Doppler-Frequenz 
Bezeichnung Wert rel. 
Red-Term 5,0·105 4,0% 
ν-Term 3,7·104 1,0% 
Δx-Term 2,5·105 2,0% 
d-Term 5,0·104 1,0% 
ΔfD 8,3·105  
rel. ΔfD 0,07  
 
